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Introduction
Le contexte
Ce travail de the`se se situe dans le domaine de la ge´ome´trie hyperbolique complexe.
Nous nous inte´ressons aux sous-groupes discrets de PU(n,1), le groupe d’isome´tries ho-
lomorphes de l’espace hyperbolique complexe Hn
C
. Nous nous inte´resserons notamment
aux repre´sentations des groupes fondamentaux de surfaces de Riemann dans PU(n,1),
notamment dans le cas ou` la surface est non-compacte et de volume fini.
Notre objectif initial e´tait de de´crire l’ensemble des repre´sentations discre`tes, fide`les
et pre´servant le type du groupe fondamental du tore e´pointe´ dans PU(2,1), c’est a` dire de
de´crire un analogue de l’espace de Teichmu¨ller du tore e´pointe´ dans PU(2,1). Le groupe
fondamental du tore e´pointe´ e´tant isomorphe au groupe libre a` deux ge´ne´rateurs F2 =
〈m, n〉, nous avons e´te´ amene´s a` e´tudier l’espace des repre´sentations de F2 dans PU(2,1).
Nos principaux re´sultats sont les suivants.
Proposition. 3.23 Soient ρ1 et ρ2 deux repre´sentations F2 dans SU(2,1), telles que
ρ1 (F2) et ρ2 (F2) sont Zariski-denses. Si
tr ρ1 (m) = tr ρ2 (m) tr ρ1 (n) = tr ρ2 (n)
tr ρ1 (mn) = tr ρ2 (mn) tr ρ1 (m
−1n) = tr ρ2 (m−1n)
tr ρ1 ([m, n]) = tr ρ2 ([m, n])
alors ρ1 et ρ2 sont conjugue´es dans SU(2,1).
Ce re´sultat a e´te´ obtenu de manie`re inde´pendante par Khoi dans [Kho].
Parmis les repre´sentations de F2 dans PU(2,1), nous nous sommes interesse´s tout par-
ticulie`rement a` celles qui ont la proprie´te´ de R-de´composabilite´. Une repre´sentation est
dite R-de´composable s’il existe trois isome´tries involutives et antiholomorphes I1, I2 et I3
telles que A = I1 ◦ I2 et B = I3 ◦ I2. Il existe une notion analogue de C-de´composabilite´,
pour laquelle les trois involutions sont holomorphes, que nous e´tudions e´galement. Nous
obtenons au chapitre 5 le
The´ore`me. 5.19 Soient A et B deux e´le´ments loxodromiques tels que C = [A,B] soit
parabolique pur. Alors :
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1. C est conjugue´ a` une translation de Heisenberg verticale si et seulement si G pre´serve
une droite complexe.
2. C est conjugue´ a` une translation de Heisenberg non-verticale si et seulement si
(A,B) est R-de´composable.
L’outil principal est l’utilisation du birapport complexe sur le groupe de Heisenberg qui,
comme l’a montre´ Falbel, permet la classification des te´trae`dres ide´aux deH2
C
. Nous relions
la de´composabilite´ d’une paire d’e´le´ments loxodromiques (A,B) a` l’existence de syme´tries
du te´trae`dre ide´al forme´ par les points fixes de A et B. Dans le chapitre 4, nous avons
pre´alablement e´nume´re´ les sous-groupes de S4 susceptibles d’apparaitre comme groupes
de syme´trie d’un te´trae`dre ide´al. C’est le the´ore`me 4.31.
Le chapitre 6 est consacre´ a` l’e´tude des groupes triangulaires, c’est a` dire engendre´s par
trois involutions I1, I2 et I3, telles que c = (I1I2I3)
2 est non-elliptique. Notons que si ρ
est R-de´composable ρ([m, n]) = c. Nous de´crivons un syste`me de coordonne´es permettant
de detecter simplement les groupes triangulaires pour lesquels c est parabolique.
Nous consacrons le chapitre 7 a` la de´monstration de notre re´sultat principal (T1,1
de´signe l’espace de Teichmu¨ller du tore e´pointe´) :
The´ore`me. 7.1 Il existe une famille a` un parame`tre −π/2 6 α 6 π/2 d’applications
φα : T1,1 −→ Hom(F2,PU(2,1))/PU(2,1)
satisfaisant aux conditions suivantes.
1. φα1([ρ1]) = φα2([ρ2]) si et seulement si α1 = α2 et [ρ1] = [ρ2]
2. Pour tout [ρ] ∈ T(1,1) et pour tout α ∈ [−π/4, π/4], φα([ρ]) est une classe de
repre´sentations discre`tes, fide`les, pre´servant le type et R-de´composables du groupe
fondamental du tore e´pointe´.
3. Pour tout [ρ] ∈ T(1,1), φα([ρ]) stabilise un R-plan si et seulement si α = 0.
4. Le segment (φα)|α|<π/4 est maximal : si π/4 < |α| 6 π/2, il existe [ρ] ∈ T(1,1) telle
que φα([ρ]) contient un e´le´ment elliptique, et est par conse´quent non-discre`te ou
non-fide`le.
Re´sumons les principales difficulte´s rencontre´es dans ce travail.
– Dans le cas classique de PSL(2,R), la parame´trisation par la trace de l’espace de
Teichmu¨ller du tore e´pointe´ est donne´e par la fameuse e´quation x2 + y2 + z2 = xyz
(avec x,y et z > 2). L’approche similaire dans le cas de PU(2,1) est rendue beaucoup
plus lourde par la complexite´ des calculs (voir par exemple la proposition 3.6 page
63).
9– Pour montrer la discre´tude d’un sous-groupe de PU(2,1), nous construisons un do-
maine fondamental. H2
C
e´tant de courbure non-constante, il n’existe pas d’hyper-
surface re´elle totalement ge´ode´sique, qui constituerait un mode`le de face privile´gie´
pour construire un domaine fondamental. Nous de´finissons donc une famille d’hy-
persurfaces adapte´es a` notre proble`me : les R-surfaces spinales (voir la de´finition 7.9
page 131), qui nous permettent de prouver le the´ore`me 7.1.
– Il est difficile de controˆler l’apparition d’e´le´ments paraboliques ou elliptiques qui
viendraient s’opposer a` la discre´tude, a` la fide´lite´ ou a` la pre´servation de type. La
famille de repre´sentations de´crite dans le the´ore`me 7.1 est contenue dans une famille
connexe contenant des repre´sentations non-discre`tes. Nous renvoyons a` la section 7.6
page 146.
Soit Σg,n une surface de genre g et prive´e de n points et de caracte´ristique d’Euler ne´gative
(c’est a` dire telle que 2 − 2g − n < 0). L’espace de Teichmu¨ller de Σg,n est construit a`
partir des repre´sentations du groupe fondamental de Σg,n
ρ : π1(Σg,n) −→ PSL(2,R) (1)
satisfaisant aux conditions suivantes
– ρ est discre`te : l’image de ρ est un sous-groupe discret de PSL(2,R), le groupe des
automorphismes du reveˆtement universel de Σg,n
– ρ et fide`le : ρ est injective
– ρ pre´serve le type : les seuls e´le´ments non hyperboliques de ρ (π1(Σg,n)) sont pa-
raboliques et sont associe´s a` la classe d’homotopie d’un lacet autour de l’un des n
points oˆte´s.
Une repre´sentation ve´rifiant ces trois conditions de´finit une structure hyperbolique sur
Σg,n, et s’appelle l’holonomie de cette structure. Deux structures hyperboliques associe´es
a` ρ1 et ρ2 sur Σg,n sont dites e´quivalentes lorsque ρ1 et ρ2 sont conjugue´es dans PSL(2,R).
L’espace de Teichmu¨ller de Σg,n est l’ensemble des classes d’e´quivalences de structures
hyperboliques sur Σg,n. Il peut donc eˆtre vu comme le sous-ensemble de
Hom (π1 (Σg,n) ,PSL(2,R)) /PSL(2,R)
forme´ des classes de repre´sentations discre`tes, fide`les et pre´servant le type.
Dans le cas des surfaces compactes de genre au moins 2 (c’est a` dire pour n = 0 et g > 2),
l’espace de Teichmu¨ller est home´omorphe a` une boule de dimension 6g − 6. Goldman
a montre´ dans [Gol88] que la varie´te´ des repre´sentations posse`de 4g − 3 composantes,
correspondant aux valeurs possibles du nombre d’Euler de la repre´sentation ρ (qui est
entier et ve´rifie l’ine´galite´ de Milnor-Wood |e| 6 2g − 2). De plus, les cas d’e´galite´s
|e| = 2g−2 correspondent aux composantes forme´es de repre´sentations discre`tes et fide`les.
La varie´te´ des repre´sentations d’un groupe de surface compacte de genre au moins 2 dans
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PSL(2,R) contient donc deux composantes connexes qui sont des copies de l’espace de
Teichmu¨ller.
Cette approche de l’e´tude de la varie´te´ des repre´sentations d’un groupe de surface dans
un groupe de Lie G a donne´ lieu a de tre`s nombreuses ge´ne´ralisations, dont on trouvera
un panorama dans [Gol85] et dans [Wie04].
Un premier exemple est celui ou` G = PSL(2,C), le groupe d’isome´trie de l’espace hy-
perbolique re´el de dimension 3. PSL(2,R) apparaˆıt en effet comme le stabilisateur d’un
plongement totalement ge´ode´sique de H2
R
dans H3
R
. Un sous-groupe discret de PSL(2,C)
est dit fuchsien lorsqu’il stabilise une copie de H2R, ou, de manie`re e´quivalente, lorsque
son ensemble limite est contenu dans un cercle de C. L’inclusion PSL(2,R)⊂PSL(2,C) a
donc fourni un point de de´part a` l’e´tude des varie´te´s de dimension 3 : l’ide´e est de partir
d’une repre´sentation pre´servant un sous-espace totalement ge´ode´sique, et de la de´former
en tentant de conserver si possible le caracte`re discret et fide`le de la repre´sentation.
L’e´tude des de´formations a ainsi commence´ par les groupes quasi-fuchsiens : les sous-
groupes discrets de PSL(2,C) dont l’ensemble limite est une courbe ferme´e simple. L’ap-
proche analytique de ces proble`mes utilise de fac¸on importante la the´orie des applica-
tions quasi-conformes . Une repre´sentation est quasi-fuchsienne si et seulement elle est
conjugue´e a` une repre´sentation fuchsienne par un home´omorphisme quasi-conforme de
C (voir [Ber60, Kap]). L’ensemble des repre´sentations quasi-fuchsiennes d’un groupe de
surface est isomorphe au produit de deux copies de l’espace de Teichmu¨ller de cette sur-
face (voir [Ota96]). L’e´tude des varie´te´s de dimension trois a suscite´ un e´norme inte´reˆt
durant les 40 dernie`res anne´es, notamment suite aux travaux de Thurston. Ce dernier a
e´mis plusieurs importantes conjectures, parmi lesquelles on peut citer la 〈〈 Ending Lami-
nation Conjecture 〉〉, qui fait partie de son 〈〈 Programme de Ge´ome´trisation 〉〉 (voir [Thu],
[Thu82], et le panorama du sujet duˆ a` Minsky, [Min02]). Minsky a e´tudie´ se´pare´ment
le cas du tore e´pointe´ dans [Min99], avant de de´montrer cette conjecture dans le cas des
groupes de surface Kleiniens en collaboration avec J. Brock et R. Canary dans [BCM]. Une
de´monstration du cas ge´ne´ral des varie´te´s hyperboliques de dimension trois est annonce´e
dans [BCM] et [Min02].
Un autre ge´ne´ralisation est le cas ou` G = PSL(3,R). Dans les deux articles [Gol90]
et [CG93], Goldman et Choi ont montre´ que les holonomies des structures projectives
convexes1 sur une surface compacte forment une composante de la varie´te´ des repre´sentations
de π1(Σg,0) dans PSL(3,R). Le cas de PSL(n,R) avec n > 2 a e´te´ e´tudie´ – entre autres –
par Hitchin et par Labourie. Hitchin a identifie´ dans [Hit92] une composante de l’espace
Hom(π1(Σg,0),PSL(n,R))/PSL(n,R), obtenue par de´formation du plongement irre´ductible
de PSL(2,R) dans PSL(n,R). Dans le cas n = 3, la composante de Hitchin co¨ıncide avec
celle de Choi et Goldman. La composante de Hitchin est home´omorphe a` une boule de di-
1Une structure projective convexe sur une surface compacte Σg,0 est une paire (S, f), ou` S est une
varie´te´ projective convexe et f : Σg,0 → S un diffe´omorphisme. (Une varie´te´ projective convexe est
le quotient d’un domaine convexe du plan projectif re´el RP 2 par l’action d’un sous-groupe discret de
PSL(3,R).)
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mension (4g−4)dim(G). Labourie a montre´ dans [Lab] que toute repre´sentation contenue
dans la composante de Hitchin est discre`te, fide`le et pre´serve le type.
L’e´tude des repre´sentations de groupes de surfaces dans PU(n,1) fait partie de la
famille des ge´ne´ralisations hermitiennes de l’espace de Teichmu¨ller (voir [Wie04]). Dans
[Tol89], Toledo a de´fini un invariant qui ge´ne´ralise le nombre d’Euler d’une repre´sentation
dans PSL(2,R). A toute repre´sentation ρ du groupe fondamental π d’une surface compacte
Σ dans PU(n,1) est associe´ un fibre´ plat sur Σ dont la fibre est Hn
C
. La contractibilite´
de Hn
C
garantit l’existence d’une application f : H1
C
→ Hn
C
, ρ-e´quivariante. f ∗ω, pull-
back par f de la forme de Ka¨hler sur Hn
C
, de´finit une forme sur H1
C
qui est invariante
sous l’action de π. Elle induit donc une forme sur Σ. L’invariant de Toledo τ(ρ) de la
repre´sentation ρ est de´fini comme l’inte´grale sur Σ de cette forme (voir [Tol89]) :
τ(ρ) =
∫
Σ
f ∗ω (2)
Domic et Toledo ont montre´ dans [DT87] que l’invariant de Toledo satisfaisait a` l’ine´galite´
de Milnor–Wood ge´ne´ralise´e |τ(ρ)| 6 4π(g − 1), ou` g de´signe le genre de Σ. Le re´sultat
principal de [Tol89] est une caracte´risation ge´ome´trique des repre´sentations dont l’inva-
riant de Toledo est maximal :
The´ore`me 0.1 (Toledo). Si |τ(ρ)| = 4π(g−1), alors ρ laisse une droite complexe de Hn
C
invariante.
En corollaire, si |τ(ρ)| est maximal ρ s’e´crit comme somme directe d’une repre´sentation
fuchsienne de π et d’une repre´sentation dans U(n− 1) (le stabilisateur d’une droite com-
plexe de Hn
C
dans PU(n,1) est isomorphe a` P(U(1,1)×U(n)), voir par exemple [CG74]).
Ceci prouve la rigidite´ des actions des groupes de surfaces compactes pre´servant une droite
complexe dans Hn
C
. Goldman et Millson avaient auparavant obtenu un the´ore`me de rigi-
dite´ locale dans [GM87]. Xia a montre´ dans [Xia00] puis [Xia03] que l’invariant de Toledo
distinguait les composantes connexes de l’espace de repre´sentations d’une surface com-
pacte dans PU(n,1). Dans [GKL01], Goldman, Kapovich et Leeb on montre´ de plus que
l’invariant de Toledo d’une repre´sentation du groupe fondamental d’une surface compacte
de genre g dans PU(n,1) est soumis a` la condition d’inte´gralite´ :
τ ∈ 4π
n+ 1
Z.
Burger, Iozzi et Wienhard ont ge´ne´ralise´ dans [BIW03, BIW06] (voir aussi [Wie04]) l’e´tude
de ces proble`mes au cas des espaces syme´triques hermitiens (c’est a` dire admettant une
structure complexe invariante par isome´trie). Les exemples les plus classiques sont les
espaces syme´triques associe´s au groupes unitaires U(p, q), avec par exemple p > q (q
est le rang de l’espace syme´trique associe´). Le cas de U(p,2) avait de´ja` e´te´ e´tudie´ par
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Herna`ndez dans [Her91] et celui de U(p,q) par Bradlow, Garcia-Prada et Gothen dans
[BGPG03]. L’espace hyperbolique complexe, associe´ a` U(n,1), entre donc dans ce cadre.
Des re´sultats du meˆme type ont e´te´ obtenus par Koziarz et Maubon dans [KM04] par des
me´thodes de ge´ome´trie diffe´rentielle. Ils montrent ainsi le
The´ore`me 0.2. Soit S une surface de Riemann ferme´e prive´e d’un nombre fini de points,
Γ son groupe fondamental et ρ : Γ→ PU(n, 1) une repre´sentation. L’invariant de Toledo
satisfait |τ(ρ)| 6 −2πχ avec e´galite´ si et seulement si ρ(Γ) pre´serve une droite complexe
H1
C
⊂ Hn
C
, ρ est discre`te et fide`le, et S est diffe´omorphe au quotient H1
C
/ρ(Γ).
Dans le cas de PU(n,1), aucun espace de module de repre´sentations de groupes de surfaces
discre`tes, fide`les et pre´servant le type n’a e´te´ comple`tement de´crit a` ce jour. Les seuls
groupes de pre´sentation finie dont on connaisse l’espace des modules des repre´sentations
discre`tes et fide`les dans PU(2,1) sont
1. Les groupes triangulaires ide´aux, de pre´sentation 〈i1, i2, i3 |i2k = 1, (ijik)∞〉 (voir
[GP92, Sch01, Sch05b]).
2. Le groupe modulaire PSL(2,Z), (voir [FP03]).
Notons que si l’on remplace PU(2,1) par P̂U(2,1) dans le premier cas, autorisant ainsi
les ik a` eˆtre repre´sente´s par des involutions antiholomorphes, on ne connaˆıt qu’un ouvert
de l’espace des modules de repre´sentations discre`tes et fide`les (voir [FK00]). Dans le cas
de PU(2,1), et pour les surfaces compactes, Parker et Platis ont montre´ dans [PP06] la
flexibilite´ des repre´sentations fuchsiennes stabilisant un R-plan (voir la section 1.4.2). Ils
ont de´crit des domaines fondamentaux, base´s sur un raffinement des R-surfaces spinales
de´finies dans le chapitre 7 (voir aussi [Wil]). Par cette technique, ils peuvent de´crire
explicitement un voisinage de dimension maximale (16g − 16) forme´ de repre´sentations
discre`tes, fide`les et pre´servant le type. Ce re´sultat de´coule e´galement du the´ore`me prouve´
par O. Guichard dans [Gui04].
Les repre´sentations de groupes fondamentaux de surfaces compactes dans PU(2,1)
pre´servant une droite complexe ou un R-plan, qui sont les deux types de sous-espaces
totalement ge´ode´siques maximaux de H2
C
, ont donc un comportement oppose´ : rigidite´
pour les repre´sentations pre´servant une droite complexe, flexibilite´ pour les repre´sentations
pre´servant un R-plan. Dans le cas ou` la surface n’est plus compacte, mais reste de type
fini, c’est a` dire admet un nombre fini de cusps, cette dichotomie n’existe plus, comme le
montre le the´ore`me 0.3 e´nonce´ ci-dessous, de´montre´ par Gusevskii et Parker dans [GP00].
Ce re´sultat est obtenu par un proce´de´ de passage a` un sous-groupe d’indice fini a` partir de
repre´sentations du groupe modulaire PSL(2,Z) dans PU(2,1). Ces repre´sentations ont fait
l’objet de nombreux travaux par Falbel et Koseleff d’une part, Gusevskii et Parker d’autre
part, et finalement par Falbel et Parker (voir [FK02b, FK00, FK02a, GP00, GP03, FP03]).
The´ore`me 0.3. Soit S une surface de Riemann non-compacte, de volume fini (i.e avec
un nombre fini de points oˆte´s), de caracte´ristique d’Euler χ. Il existe une famille a` un
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parame`tre (ρt)t∈[−1,1] de repre´sentations du groupe fondamental de S dans PU(2,1) satis-
faisant aux conditions suivantes.
– L’invariant de Toledo de ρt vaut 2πχt.
– Pour tout t, ρt est une repre´sentation discre`te, fide`le et pre´servant le type du groupe
fondamental de S.
– La repre´sentation ρ0 pre´serve une R-plan.
– La repre´sentation ρ1 pre´serve une droite complexe.
De plus, Goldman, Kapovich et Leeb ont montre´ dans [GKL01] que pour tout entier k
tel que 4π(1− g) 6 2kπ 6 4π(g − 1), il existe une repre´sentation du groupe fondamental
de la surface compacte de genre g dans PU(2,1) qui est convexe-cocompacte, discre`te et
fide`le, et dont l’invariant de Toledo est 2kπ.
Posons la
De´finition 0.4. Un groupe triangulaire est une repre´sentation ρ de (Z/2Z)∗3 dans ̂PU(2, 1).
A ce jour, la plupart des groupes discrets connus en ge´ome´trie hyperbolique complexe
sont des groupes triangulaires, ou des groupes d’indice fini dans un groupe triangulaire,
c’est a` dire engendre´s par trois involutions. Ainsi, Deraux, Falbel et Paupert ont montre´
dans [DFP05] que les re´seaux obtenus par Mostow dans [Mos80] e´taient d’indice 2 dans
des groupes engendre´s par trois involutions antiholomorphes.
Les exemples se pre´sentent souvent comme des familles de groupes dont on cherche a`
de´montrer la discre´tude en construisant des domaines fondamentaux. Le cas typique est le
suivant : on e´tudie une famille a` un parame`tre de repre´sentations, dont une des extre´mite´s
est discre`te et fide`le, et pre´serve un sous-espace totalement ge´ode´sique. En ge´ne´ral, la
de´formation devient non-discre`te (ou non-fide`le) lorsqu’apparaˆıt un e´le´ment elliptique.
Goldman et Parker, puis Schwartz ont ainsi e´tudie´ la famille des groupes triangulaires
ide´aux qui est un exemple typique de comportements des groupes triangulaires. Ainsi,
dans [Sch01], R. Schwartz a de´montre´ le the´ore`me suivant, conjecture´ dans [GP92] :
The´ore`me 0.5. Soit G un sous-groupe de PU(n,1) engendre´ par trois re´flexions com-
plexes d’ordre deux I1, I2 et I3, dont les produits deux a` deux sont paraboliques (groupe
triangulaire ide´al). G est une repre´sentation discre`te et fide`le du groupe (Z/2Z)∗3 si et
seulement si I1I2I3 est non-elliptique.
Pour prouver la discre´tude d’un sous-groupe Γ de PU(2,1), on essaie en ge´ne´ral de
construire un polye`dre P dont les faces sont identifie´es par des e´le´ments de Γ, et d’utiliser
le the´ore`me de Poincare´ (voir [FZ99]) pour prouver que P fournit un domaine fondamen-
tal. Il s’agit d’une technique classique, illustre´e par exemple par la me´thode de Dirichlet.
Le fait que Hn
C
soit de courbure non-constante implique qu’il n’y existe pas d’hypersurface
totalement ge´ode´sique. Pour reprendre l’exemple de la me´thode de Dirichlet, si x est un
point de Hn
C
et γ un e´le´ment de PU(n,1), la sous varie´te´ de Hn
C
de´finie par
14 Introduction
B = {z ∈ Hn
C
, d(x, z) = d(γ · x, z)}, (3)
n’est pas totalement ge´ode´sique. La me´thode de Dirichlet dans H2
C
a e´te´ e´tudie´e par
Mostow dans [Mos80] (voir aussi [Der05]). Les hypersurfaces (3) ont e´te´ de´finies par
Mostow dans [Mos80], et s’appellent des surfaces spinales ou bissecteurs (voir le chapitre
7). Leur caracte`re non-ge´ode´sique conduit a` de grandes difficulte´s techniques, par exemple
pour e´tudier l’intersection de deux telles surfaces (voir [Gol99, DFP05]).
Suite aux travaux de Goldman et Parker sur les groupes triangulaires ide´aux, H. Sand-
ler a e´tabli dans [San95] une relation combinatoire permettant d’exprimer la trace d’un
e´le´ment du groupe en fonction de son type combinatoire. Dans [San98], Sandler a pour-
suivi l’e´tude de la trace dans les groupes triangulaires, s’inte´ressant au proble`me des mots
〈〈 trace-e´quivalents 〉〉, c’est a` dire qui ont la meˆme trace sous toutes les repre´sentations
sans eˆtre conjugue´s dans (Z/2Z)∗3. Pratoussevitch, dans [Pra05] a de´crit des coordonne´es
sur l’ensemble des groupes triangulaires complexes. Ces coordonne´es ge´ne´ralisent l’in-
variant de Cartan dans le cas des groupes triangulaires ide´aux. Elles sont obtenues en
utilisant la notion de vecteur polaire a` une droite complexe (voir la de´finition 1.31). Dans
ce meˆme travail, Pratoussevitch a e´galement ge´ne´ralise´ la relation des traces de Sandler
des groupes engendre´s par trois re´flexions complexes quelconques, et e´tudie´ les proprie´te´s
arithme´tiques de la trace. Voir aussi le preprint [Pra]. Les travaux de Sandler et Pra-
toussevitch, ont e´te´ la motivation initiale de l’e´tude de la trace dans les groupes a` deux
ge´ne´rateurs de SU(2,1), expose´e au chapitre 3.
Notre travail s’inscrit dans le cadre de l’e´tude des repre´sentations discre`tes de groupes
de surfaces a` cusps dans PU(2,1). D’un point de vue alge´brique, ces groupes sont libres,
avec un nombre fini de ge´ne´rateurs. Si Σ est une surface de Riemann de genre g avec p
cusps, son groupe fondamental admet la pre´sentation suivante.
π1 (Σ) ∼ 〈a1, b1, · · · , ag, bg, c1 · · · cp |
g∏
i=1
[ai, bi]
p∏
j=1
cj = 1〉 (4)
Un objectif a` long terme serait de de´crire et classifier les repre´sentations de ρ : π1(Σ) →
PU(2,1) satisfaisant aux conditions suivantes :
– ρ est discre`te et fide`le.
– ρ pre´serve le type : les seuls e´le´ments non-loxodromiques de ρ (π1 (Σ)) sont parabo-
liques et sont conjugue´s dans ρ (π1 (Σ)) a` une puissance de l’un des ρ(cj).
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Il s’agit donc de de´crire un e´quivalent de l’espace de Teichmu¨ller dans le cas du plan
hyperbolique complexe. Un tel objectif est encore hors de porte´e pour une surface de type
topologique quelconque.
Posons la de´finition suivante (de´finition 5.9).
De´finition 0.6. Soient A et B deux e´le´ments de PU(2, 1). La paire (A,B) est dite
de´composable s’il existe trois involutions I1, I2, I3 telles que
A = I1 ◦ I2 et B = I3 ◦ I2
Plus pre´cise´ment, (A,B) est dite R-de´composable si les Ik sont antiholomorphes, et C-
de´composable si les Ik sont holomorphes. Une repre´sentation ρ : F2 →PU(2,1) sera dite R
(resp. C)-de´composable si la paire (ρ(m), ρ(n)) est R (resp. C)-de´composable.
Les repre´sentations R ou C-de´composables sont donc d’indice deux dans un groupe
triangulaire. Rappelons maintenant les principaux re´sultats obtenus dans l’e´tude des
repre´sentations de surfaces a` cusps.
– Dans les travaux [GP92, Sch01, Sch05b], Goldman et Parker, puis Schwartz ont
de´crit comple`tement l’espace des repre´sentations discre`tes, fide`les, pre´servant le
type, et C-de´composables de la sphe`re moins trois points. Il s’agit un segment (ρt)
avec t ∈ [0, 1[. ρ0 stabilise un R-plan, et ρ1 est une repre´sentation discre`te et fide`le
mais contenant une classe supple´mentaire parabolique.
– Dans [FK00], Falbel et Koseleff ont de´crit un ouvert de dimension 4 forme´ de
repre´sentations deux a` deux non-conjugue´es dans PU(2,1), discre`tes, fide`les, pre´servant
le type, et R-de´composables de la sphe`re moins trois points.
– Le cas des repre´sentations du groupe modulaire PSL(2,Z) a e´te´ traite´ dans [FK02a,
GP00, FP03, GP03]. Toute repre´sentation du groupe modulaire contient alors avec
indice fini une repre´sentation du groupe fondamental d’une surface de Riemann de
genre g avec p pointes, g et p e´tant des entiers quelconques tels que 2− 2g − p < 0
(c’est le the´ore`me de Millington, voir [GP03]).
Plan de la the`se
Dans le cas du tore e´pointe´, la relation 4 pour g = 1 et p = 1 montre que le groupe
fondamental du tore e´pointe´ est isomorphe au groupe libre a` deux ge´ne´rateurs. Dans tout
ce qui suit, nous de´signerons par F2 = 〈m, n〉 le groupe libre a` deux ge´ne´rateurs m et n, et
par Hom(F2,PU(2,1))
lox l’ensemble des repre´sentations ρ de F2 dans PU(2,1) telles que
ρ(m) et ρ(n) sont loxodromiques. Tg,n de´signera l’espace de Teichmu¨ller d’une surface de
Riemann de genre g avec p pointes. Pre´cisons maintenant nos objectifs.
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1. Donner des coordonne´es sur Hom(F2,PU(2,1))/PU(2,1). En utilisant les traces, nous
obtenons de telles coordonne´es dans la proposition 3.23.
2. De´crire les repre´sentations de Hom(F2,PU(2,1))
lox, et donner un crite`re de R et C-
de´composabilite´ d’une repre´sentation. Nous obtenons ce crite`re d’abord en termes
de birapport complexe (cf chapitre 4), puis nous le traduisons en termes de traces
dans la proposition 5.13, et le the´ore`me 5.17.
3. Identifier dans Hom(F2,PU(2,1))
lox les repre´sentations ρ telles que ρ ([m, n]) est pa-
rabolique. Ce re´sultat est obtenu dans le chapitre 6, propositions 6.24 et 6.25.
4. De´crire une famille de repre´sentations discre`tes, fide`les et pre´servant le type du
groupe fondamental du tore e´pointe´ dans PU(2,1). Le the´ore`me 7.1 de´crit une famille
a` un parame`tre de plongements de l’espace de Teichmu¨ller du tore e´pointe´ dans
Hom(F2,PU(2,1))
lox. Il est obtenu au chapitre 7.
Notre travail est organise´ de la fac¸on suivante :
– Chapitre 1. Il s’agit d’un chapitre de pre´liminaires, ou` nous de´crivons l’espace
hyperbolique complexe, ses sous-espaces et ses isome´tries. La re´fe´rence principale
est le livre de Goldman ([Gol99]).
– Chapitre 2. Ce chapitre est consacre´ a` la description des repre´sentations du groupe
libre a` deux ge´ne´rateurs dans SL(2,C) et SL(2,R) (the´ore`me de Fricke-Vogt), ainsi
qu’a` l’espace de Teichmu¨ller du tore e´pointe´.
– Chapitre 3. Dans ce chapitre, nous e´tudions les repre´sentations du groupe libre a`
deux ge´ne´rateurs dans SL(3,C). Notre pre´sentation est base´e sur le chapitre 10 de
[Fog02]. Le proble`me a aussi e´te´ e´tudie´ par Lawton dans [Law06]. Si A et B sont
deux e´le´ments de SL(3,C), les traces des deux commutateurs [A,B] et [A−1, B] sont
solutions d’une e´quation
T 2 − ST + P
ou` S et P sont des polynoˆmes en 8 variables e´value´s au point(
trA, trB, trAB, trA−1B, trA−1, trB−1, trA−1B−1, trAB−1
)
(voir la proposition 3.6). Ce re´sultat apparaˆıt de´ja` dans [Fog02], mais les polynoˆmes
S et P n’y sont pas explicite´s. Pour expliciter S et P , nous avons utilise´ le logiciel
de calcul formel MAPLE. Nous de´duisons de l’e´tude de SL(3,C) le crite`re suivant
de conjugaison pour les sous-groupes Zariski-denses a` deux ge´ne´rateurs de PU(2,1).
Nous prouvons la proposition 3.23 a` ce stade. Dans le cas ou` la repre´sentation est
C-de´composable, ces coordonne´es nous permettent de ge´ne´raliser les coordonne´es de
Pratoussevitch sur l’ensemble des groupes triangulaires complexes, sans hypothe`se
ge´ome´trique sur la position relative des miroirs.
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– Chapitre 4. Nous de´crivons le birapport complexe, introduit par Koranyi et Rei-
mann sur le groupe de Heisenberg dans [KR87]. Nous de´crivons la classification des
te´trae`dres ide´aux de H2
C
, obtenue par Falbel dans [Falb] : un te´trae`dre est de´termine´
a` isome´trie pre`s par trois birapports complexes, satisfaisant deux relations re´elles
(voir la proposition 4.12, et les relations 4.6 et 4.9). Nous terminons le chapitre
par un re´sultat explicitant les groupes de syme´tries possibles d’un te´trae`dre ide´al
(the´ore`me 4.31).
– Chapitre 5. Nous utilisons le birapport complexe pour parame´trer les repre´sentations
du groupe libre F2 envoyant les ge´ne´rateurs sur des isome´tries loxodromiques. En
utilisant le te´trae`dre τρ forme´ par les points fixes des images de m et n par une
repre´sentation ρ, nous re´interpre´tons en termes de birapport le crite`re de conju-
gaison obtenu en termes de traces au chapitre 3. Nous relions alors les syme´tries
e´ventuelles de τρ a` la R ou C de´composabilite´ de la repre´sentations ρ (voir la pro-
position 5.10). Nous en de´duisons le re´sultat suivant, dont le the´ore`me 5.19 e´nonce´
plus haut est un cas particulier.
The´ore`me. 5.17 Soient A et B deux isome´tries loxodromiques de H2
C
, et G =
〈A,B〉. Supposons que G ne pre´serve aucun sous espace totalement ge´ode´sique.
Alors :
1. Les propositions suivantes sont e´quivalentes :
(a) L’isome´trie [A,B] est de trace re´elle.
(b) La paire (A,B) est R-de´composable.
2. Les propositions suivantes sont e´quivalentes :
(a) Les isome´tries A, B, AB et A−1B sont de trace re´elle.
(b) L’une des deux paires (A,B), (A2, B2) est C-de´composable.
Nous verrons de plus que l’ensemble des repre´sentations de´composables apparaˆıt
comme lieu des points fixes des deux involutions de´finies sur l’espace de repre´sentations
Hom(F2,PU(2,1))
lox/PU(2,1). Ce re´sultat est de meˆme nature que ceux obtenus
par F. Schaffhauser dans sa the`se dans le cas de repre´sentations a` valeurs dans un
groupe de Lie compact connexe (voir [Sch06, Sch05a]). Les ensembles des classes
C-de´composables et R-de´composables sont de dimension respectives 4 et 7 dans
Hom(F2,PU(2,1))
lox/PU(2,1) , qui est de dimension 8. Si l’on ajoute la condition
de parabolicite´ du commutateur, on obtient alors des dimensions de 3 et 6.
– Chapitre 6. L’objet de ce chapitre est de de´crire les repre´sentations R ou C-
de´composables et d’identifier celles pour lesquelles ρ([m, n]) est parabolique. Notre
approche est base´e sur la remarque suivante. Si G est groupe triangulaire 〈I1, I2, I3〉
tel que γ = (I1I2I3)
2 = [I1I2, I3I2] est parabolique, il lui est associe´ (p1, p2, p3) un
triplet de points au bord de H2
C
, tel que p2 est le point fixe de γ, et tel que Ik
e´change pk+1 et pk+2. En e´tudiant les triangles ide´aux de H
2
C
, nous de´crivons des
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coordonne´es sur ces groupes dans lesquelles la condition de parabolicite´ s’e´crit sim-
plement (propositions 6.24 et 6.25 page 118). Nous pouvons alors expliciter la trace
du commutateur (propositions 6.26 et 6.26). Nous en de´duisons la
Proposition. 6.29 Soit C une classe de conjugaison parabolique. Il existe une
repre´sentation R ou C-de´composable de F2 dans PU(2,1) telle que ρ ([m,n]) ∈ C.
– Chapitre 7. Ce chapitre est consacre´ a` la preuve du the´ore`me principal 7.1, e´nonce´
plus haut. Jusqu’a` pre´sent les seuls exemples de groupes triangulaires discrets 〈I1, I2, I3〉,
ou` la seule classe non-loxodromique est celle de (I1I2I3)
2 et est parabolique sont ceux
lie´s au groupe modulaire PSL(2,Z) (voir [FP03]). Pour de´montrer le the´ore`me 7.1,
nous de´finissons les R-surfaces spinales. Ce sont des hypersurfaces de H2
C
similaires
aux bissecteurs. Les bissecteurs peuvent eˆtre de´crits comme les image re´ciproques
des ge´ode´siques par la projection orthogonale sur une droite complexe. De manie`re
analogue, les R-surfaces spinales sont les images re´ciproques des ge´ode´siques par la
projection orthogonales sur un R-plan. Nous construisons un domaine fondamental
dont les faces sont des R-surfaces spinales construite sur un triangle ide´al. Il y a deux
proble`mes techniques. Le premier est est de montrer que les faces ne s’intersectent
qu’aux sommets du triangle ide´al qui forment le cycle parabolique associe´ a` un lacet
autour du cusp (voir les propositions 7.18 et 7.21). Le second est de montrer que
les repre´sentations implique´es pre´servent le type, c’est a` dire que les seul e´le´ments
paraboliques sont associe´s au lacet autour du cusp. Ce re´sultat est l’objet princi-
pal d’un article a` paraˆıtre dans Journal fu¨r die reine und angewandte Mathematik
([Wil05], [Wil]).
Re´sumons la position relative des diffe´rents ensembles de repre´sentations e´tudie´s dans
ce travail.
– Hom(F2,PU(2,1))/PU(2,1) est de dimension 8. Nous donnons dans le chapitre 3 un
crite`re pour que deux repre´sentations irre´ductibles ρ1 et ρ2 soient e´gales dans ce
quotient.
– Hom(F2,PU(2,1))
lox contient les repre´sentations telles que ρ(m) et ρ(n) sont loxo-
dromiques. Hom(F2,PU(2,1))
lox/PU(2,1) est de dimension 8.
– DC est l’ensemble des groupes triangulaires complexes tels 〈I1, I2, I3〉 tels que (I1I2I3)2
est loxodromique ou parabolique. DC/PU(2,1) est de dimension 4. DparC est le sous-
ensemble de DC contenant les repre´sentations pour lesquelles (I1I2I3)2 est parabo-
lique.
Dpar
C
/PU(2,1) est de dimension 3.
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– DR est l’ensemble des groupes triangulaires lagrangiens 〈I1, I2, I3〉 tels que (I1I2I3)2
est loxodromique ou parabolique. DR/PU(2,1) est de dimension 7. DparR est le sous-
ensemble de DR contenant les repre´sentations pour lesquelles (I1I2I3)2 est parabo-
lique.
Dpar
R
/PU(2,1) est de dimension 6.
– Nous montrons dans le chapitre 5 que toute repre´sentation de Hom(F2,PU(2,1))
lox
telle que ρ (m, n) est parabolique non-vertical est R-de´composable. L’intersection
entre Dpar
R
/PU(2,1) et Hom(F2,PU(2,1))
lox/PU(2,1) est donc de dimension 6.
– Le the´ore`me 7.1 montre que l’intersection de Hom(F2,PU(2,1))
lox/PU(2,1) et
Dpar
R
/PU(2,1) contient un sous-ensemble de dimension 3 forme´ de classes de
repre´sentations discre`tes, fide`les et pre´servant le type.
Directions de travail
Nous terminons cette introduction en posant quelques questions qui s’inscrivent dans
la continuite´ de cette the`se.
– Soit C une classe de conjugaison parabolique dans PU(2,1), et Hom(F2,PU(2,1))C
l’ensemble des repre´sentations de F2 dans PU(2,1) telles que ρ([m, n]) ∈ C. Quel est
le nombre de composantes connexes de Hom(F2,PU(2,1))
C/PU(2,1) ?
– Etudier le cas des repre´sentations du groupe fondamental de surfaces e´pointe´es
quelconques.
– De´crire la structure symplectique des diffe´rents espaces de repre´sentations e´tudie´s.
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Chapitre 1
L’espace hyperbolique complexe
1.1 Introduction
L’espace hyperbolique complexe Hn
C
est l’espace syme´trique (de rang un) associe´ au
groupe de Lie PU(n,1). On utilise PU(n,1) plutoˆt que SU(n,1) pour se de´barrasser du
centre de SU(n,1). Les sous-groupes compacts maximaux de PU(n,1) e´tant des copies de
U(n),Hn
C
peut donc eˆtre vu comme l’espace syme´trique PU(n,1)/U(n). On peut e´galement
voir Hn
C
comme un sous-ensemble de CP n via la projectivisation du coˆne associe´ a` la
forme de signature (n, 1). Nous exposons cette construction de l’espace dans le cas de
la dimension n = 2 (le plan hyperbolique complexe) au de´but de la partie 1.2. Cette
description se ge´ne´ralise sans difficulte´s au cas de la dimension n.
En utilisant par exemple la forme hermitienne associe´e a` la matrice diagonale
J =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . .
0 0 . . . −1


on constate que l’on peut voir Hn
C
comme la boule unite´ de Cn (une carte affine de CP n).
A ce titre, Hn
C
posse`de donc une structure de Ka¨hler, qui induit une structure rieman-
nienne et une structure symplectique. Toutes ces structures peuvent s’exprimer en utilisant
l’alge`bre line´aire de Cn,1 (Cn+1 muni de la forme J). Ainsi, la distance riemannienne sur
Hn
C
, qui correspond a` la me´trique de Bergman de la boule, s’e´crit apre`s normalisation de
la courbure holomorphe a` −1 :
cosh2
d(p1, p2)
2
=
|〈p1,p2〉|2
〈p1,p1〉〈p2,p2〉 , (1.1)
ou` p1 et p2 sont deux points de H
n
C
et pi un rele`vement de pi.
Il existe bien entendu autant de mode`les pourHn
C
que de formes hermitiennes de signature
(n, 1) sur Cn+1. Cette remarque peut eˆtre utile dans certains cas, pour choisir le mode`le
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le plus adapte´ a` une situation donne´e. Les applications de passage d’un mode`le a` l’autre
sont appele´es des transformations de Cayley. Nous en donnerons un exemple dans le
paragraphe 1.2, ou` nous exposerons les deux mode`les les plus utilise´s de H2
C
.
PU(n,1) et la conjugaison complexe agissent clairement par isome´tries sur Hn
C
. Ils
e´puisent en fait toutes les isome´tries de Hn
C
:
The´ore`me 1.1. Le groupe d’isome´tries de Hn
C
est ̂PU(n,1), engendre´ par PU(n,1) et la
conjugaison complexe.
Nous renvoyons par exemple a` [Gol99] pour une preuve. Passons maintenant a` une
e´tude plus syste´matique du cas du plan hyperbolique complexe H2
C
.
1.2 Le plan hyperbolique complexe
1.2.1 Deux mode`les du plan hyperbolique complexe
Parmi les diffe´rentes formes hermitiennes utilise´es pour donner des coordonne´es sur
H2
C
, nous de´crivons les deux suivantes, qui nous seront les plus utiles. Dans les deux cas,
les produits hermitiens seront pris antiline´aires par rapport a` la seconde variable.
Le mode`le de la boule
Soit 〈·, ·〉1 le produit hermitien sur C3 associe´ a` la matrice :
J1 =

1 0 00 1 0
0 0 −1


A ce produit hermitien sont naturellement associe´s les trois sous-ensembles de C3 suivant
V +1 =
{
v ∈ C3|〈v, v〉1 > 0
}
V 01 =
{
v ∈ C3|〈v, v〉1 = 0
}
V −1 =
{
v ∈ C3|〈v, v〉1 < 0
}
Dans ce mode`le, H2
C
= P
(
V −1
)
est entie`rement contenu dans la carte affine z3 = 1 de
CP 2, et peut-eˆtre vu comme la boule unite´ de C2 :
H2
C
=
{
(w1, w2) , |w1|2 + |w2|2 < 1
}
Ce mode`le est une ge´ne´ralisation du mode`le du disque de Poincare´ pour la droite hyper-
bolique complexe.
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Le mode`le de Siegel.
Soit 〈·, ·〉2 le produit hermitien sur C3 associe´ a` la matrice :
J2 =

0 0 10 1 0
1 0 0


Notons que si v est le vecteur
[
z1 z2 z3
]T
, 〈v, v〉2 = 2Re (z1z¯3) + |z2|2
De nouveau, de´finissons les trois sous-ensembles de C3 :
V +2 =
{
v ∈ C3|〈v, v〉1 > 0
}
V 02 =
{
v ∈ C3|〈v, v〉1 = 0
}
V −2 =
{
v ∈ C3|〈v, v〉1 < 0
}
Dans ce mode`le, H2
C
= P
(
V −2
)
est de nouveau entie`rement contenu dans la carte affine
z3 = 1 de CP
2, et peut donc eˆtre vu comme le domaine suivant de C2.
H2C =
{
(z1, z2) , 2Re (z1) < −|z2|2
}
.
Dans ces coordonne´es, tout point m de H2
C
admet un unique rele`vement a` C3 de la forme
m =

−|z|2−u+ it√2z
1

 avec z ∈ C, t ∈ R et u > 0.
Le triplet (z, t, u) de´finit les coordonne´es horosphe´riques du point m. En effet, les sous-
ensembles du type {u = cste} sont des exemples d’horosphe`res, centre´es a` l’infini.
La transformation de Cayley associe´e a` ces deux mode`les.
De meˆme que le disque et le demi-plan sont biholomorphiquement e´change´s par l’homo-
graphie
z 7−→ −iz + 1
z + i
,
les deux mode`les de H2
C
de´crits ci-dessus sont e´change´s par l’homographie c dont un
rele`vement a` GL(3,C) est
c =
1√
2

1 0 10 √2 0
1 0 −1


c conjugue J1 et J2, et ve´rifie c
2 = Id. Nous avons vu que les deux mode`les ci-dessus sont
contenus dans la meˆme carte affine z3 = 1 de CP
2. Dans cette carte, c se lit
c : (w1, w2) 7−→ (z1, z2) =
(
w1 + 1
w1 − 1 ,
√
2
w2
w1 − 1
)
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La me´trique H2
C
est e´quipe´ de la me´trique de Bergman (voir [Cha76]). Dans les deux
mode`les de´crits ci-dessus, si v et w sont deux points de H2
C
, leur distance d(v, w) pour est
donne´e par
cosh2
(
d(v, w)
2
)
=
〈v,w〉i〈w,v〉i
〈v,v〉i〈v,v〉i , i = 1, 2
ou` v et w sont des rele`vements de v et w a` C3. (L’expression ci-dessus ne de´pend pas du
choix des rele`vements.)
Proposition 1.2. Voir [Gol99], pages 54 et 76
– La courbure sectionnelle holomorphe de la me´trique de Bergman surH2
C
est constante
et e´gale a` −1.
– La courbure sectionnelle de de la me´trique de Bergman de H2
C
est pince´e entre −1
et −1/4.
Le bord de H2
C
. Le bord de H2
C
vu dans le mode`le de la boule est la sphe`re S3.
Dans le mode`le de Siegel, le bord de H2
C
correspond en coordonne´es horosphe´riques a`
l’ensemble (z, t, 0)∪∞, c’est a` dire au compactifie´ de R3. Le point a` l’infini se rele`ve a` C3
en
[
1 0 0
]T
, et correspond au point de coordonne´es (1, 0) du mode`le de la boule. Dans
un mode`le comme dans l’autre, ce point est le seul du bord a` n’eˆtre pas contenu dans la
carte affine z3 = 1. La transformation de Cayley c induit une projection ste´re´ographique
π de S3 \ (1, 0) sur R3, donne´e par
π(w1, w2) =
[
w2
w1 − 1;
−2Im(w1)
|w1 − 1|2
]
et π−1([z, t]) =
(−|z|2+it+ 1
−|z|2+it− 1 ,
2z
−|z|2+it− 1
)
.
Le bord de H2
C
s’identifie a` l’ensemble des e´le´ments unipotents de PU(2,1) fixant un point
du bord (voir page 29). il peut eˆtre vu comme le groupe de Heisenberg C × R muni du
produit
[w, τ ].[z, t] = [w + z, τ + t+ 2Im(wz¯)].
Posons la
De´finition 1.3. – La translation de Heisenberg par [w, τ ] est l’application de´finie sur
le groupe de Heisenberg par [z, t] 7−→ [w, τ ].[z, t]. Elle est dite verticale lorsque
w = 0.
– La dilatation de Heisenberg de facteur λ ∈ C est l’application de´finie sur le groupe
de Heisenberg par [z, t] 7−→ [λz, |λ|2t].
Nous allons voir dans la section suivante que ces deux types d’applications sont en fait
les restrictions a` ∂H2
C
d’isome´tries de H2
C
(cf page 29).
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1.3 Les automorphismes de H2C.
Le groupe d’isome´tries de H2
C
est PU(2,1), le groupe projectif associe´ a` U(2,1). U(2,1)
est l’ensemble des matrices ve´rifiant
A
T
JA = J (1.2)
Autrement dit, U(2,1) est l’ensemble des points fixes de l’involution de Cartan A 7−→
JA
T
J , de´finie sur GL(3,C). SU(2,1) est un reveˆtement triple de PU(2,1). PU(2,1) agit
transitivement sur chacune des trois composantes de CP 2 associe´es au coˆne isotrope de
la forme hermitienne, P(V +), P(V −) et P(V 0).
Lemme 1.4. Soit A une matrice de SU(2,1). Le spectre de A est invariant par la trans-
formation z 7−→ z¯−1
De´monstration. C’est une conse´quence directe de la relation 1.2.
Lemme 1.5. Soit A une matrice de SU(2,1). Le polynoˆme caracte´ristique de A est X3−
trAX2 + trAX − Id.
De´monstration. A e´tant dans SL(3,C), son polynoˆme caracte´ristique est X3 − trAX2 +
(v1v2 + v2v3 + v1v3)X − Id, ou` le spectre de A est {v1, v2, v3}. Le produit v1v2v3 vaut 1,
donc, en utilisant le lemme pre´ce´dent
v1v2 + v2v3 + v1v3 =
1
v1
+
1
v2
+
1
v3
= v¯1 + v¯2 + v¯3.
1.3.1 Classification des e´le´ments.
Les isome´tries de H2
C
sont classe´es en trois types. Si h est une isome´trie de H2
C
, on dit
que
1. h est elliptique si elle a un point fixe dans H2
C
2. h est loxodromique si elle a exactement deux points fixes dans ∂H2
C
3. h est parabolique si elle a exactement un point fixe dans ∂H2
C
Nous allons exposer deux crite`res qui permettent de distinguer ces trois types d’isome´tries.
Le premier est duˆ a` Chen et Greenberg ([CG74]), et est base´ sur la forme de Jordan d’un
rele`vement de h a` U(2,1).
Proposition 1.6. Soient h une isome´trie holomorphe de H2
C
, et A un rele`vement de h a`
U(2,1).
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1. h est elliptique si A est semi-simple et que ses valeurs propres sont toutes de module
1.
2. h est loxodromique si A est semi-simple et admet une valeur propre de module
diffe´rent de 1.
3. h est parabolique si A n’est pas semi-simple. Dans ce cas, ses valeurs propres sont
de module 1.
Posons la
De´finition 1.7. – Une isome´trie elliptique de H2
C
sera dite re´gulie`re si elle admet un
rele`vement a` H2
C
admettant trois valeurs propres distinctes. Dans le cas contraire,
elle sera dite spe´ciale.
– Une isome´trie parabolique sera dite parabolique pure si elle admet un rele`vement
unipotent a` SU(2,1). Dans le cas contraire, elle sera dite ellipto-parabolique
Le second crite`re est une conse´quence du lemme suivant.
Lemme 1.8 (Voir [Gol99], chapitre 6). Soit A une matrice de SU(2,1), et τ sa trace. A
posse`de une valeur propre double si et seulement si |τ |4 − 8Re(τ 3) + 18|τ |2 − 27 = 0.
De´monstration. Soit χ le polynoˆme caracte´ristique de A. A posse`de une valeur propre
double si et seulement si le re´sultant Res(χ, χ′) est nul. On obtient le re´sultat en utilisant
la forme du polynoˆme caracte´ristique obtenue dans le lemme 1.5.
Remarque 1.9. Si une matrice de SU(2,1) a une valeur propre double, alors ses trois
valeur propres sont de module 1. C’est une conse´quence de la stabilite´ du spectre de A
par z 7→ z¯−1.
De´finition 1.10. Soit f le polynoˆme
f(z) = |z|4 − 8Re(z3) + 18|z|2 − 27.
De´signons par U3 l’ensemble des racines troisie`mes de l’unite´.
Lemme 1.11 (Voir [Gol99], chapitre 6). Soit A une matrice de SU(2,1), τ sa trace, et h
l’isome´trie de H2
C
associe´e a` A. Alors,
· Si f (τ) < 0, h est elliptique re´gulie`re.
· Si f (τ) > 0, h est loxodromique.
· Si f (τ) = 0, alors
· soit τ ∈ 3U3, auquel cas h est unipotente
· soit τ /∈ 3U3, auquel cas h est parabolique non-unipotente ou elliptique spe´ciale.
Remarque 1.12. Nous appellerons∆ le lieu des ze´ros de f .∆ est parame´tre´ par la fonction
ϕ : α → e−2iα + 2eiα pour −π 6 α < π. Ce parame´trage traduit le fait que si si A ∈
SU(2,1), trA est sur ∆ si et seulement si A a deux valeurs propres de module 1 e´gales.
Nous allons maintenant nous inte´resser de plus pre`s a` chacun de ces trois types
d’isome´tries.
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f(τ) < 0
f(τ) > 0
3−1
Fig. 1.1 – Classification des e´le´ments par la trace.
1.3.2 Les isome´tries elliptiques
Les isome´tries elliptiques re´gulie`res Si A ∈ SU(2,1) est un rele`vement d’un e´le´ment
elliptique re´gulier, l’homographie associe´e a trois points fixes dans CP 2, qui sont les images
des droites propres de A par la projectivisation.
– L’un de ces points fixes est dans H2
C
.
– Les deux autres sont dans P(V +) et sont polaires1 a` des droites complexes stables
orthogonales, qui se coupent au point fixe dans H2
C
.
Utilisons le mode`le de la boule. Les e´le´ments elliptiques sont conjugue´s dans SU(2,1) a`
un e´le´ment admettant le rele`vement a` SU(2,1) :
A =

eiα1 0 00 eiα2 0
0 0 eiα3

 .
Dans ce cas le point fixe est le centre de la boule, correspondant au vecteur
[
0 0 1
]T
, et
les droites complexes stables sont les deux axes de coordonne´es. La classe de conjugaison
d’un e´le´ment elliptique est de´termine´e par les deux quantite´s α1−α3 et α2−α3, que nous
appellerons les angles d’un e´le´ment elliptique.
Les elliptiques spe´ciaux Les isome´tries elliptiques spe´ciales ont deux valeurs propres
e´gales. Leur spectre est donc du type {eiα1 , eiα1 , eiα2}. En conservant les notations du
paragraphe pre´ce´dent, on constate que les angles d’un elliptique spe´cial E sont de l’un
des trois types :
1Voir la section 1.4.1
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– {0, ϕ}, auquel cas on parle de re´flexion complexe : E fixe une droite complexe D et
agit dans les droites complexes orthogonales a` D comme une rotation d’angle θ.
– {ϕ, ϕ}, auquel cas on parle de re´flexion complexe par rapport a` un point : E stabilise
toutes les droites complexes contenant son point fixe, et agit sur chacune d’entre
elles comme une re´flexion d’angle ϕ.
Remarque 1.13. Parmi les re´flexions complexes par rapport a` un point, il y a des invo-
lutions : les re´flexions dont les angles sont {π, π}. Ces involutions sont aussi appele´es
demi-tours. A tout point p de H2
C
est associe´ un unique demi-tour qui fixe p et dont la
diffe´rentielle en p est −Id. Ces involutions munissent donc H2
C
d’une structure d’espace
syme´trique riemannien (Voir [Gol99], page 82, et [Jos98]).
1.3.3 Les isome´tries loxodromiques
Soit h un e´le´ment loxodromique, et A un rele`vement de h a` SU(2,1). Soient ph et qh
les deux points fixes de h situe´s au bord de H2
C
.
De´finition 1.14. La ge´ode´sique σh, joignant ph et qh est appele´e l’axe de h. La droite
complexe Ch engendre´e par σh est appele´e l’axe complexe de h.
La ge´ode´sique σh et la droite complexe Ch sont stables par h. Par conse´quent, le point
rh = C
⊥
h est fixe´ par h. On en de´duit la proposition suivante.
Proposition 1.15. Tout e´le´ment loxodromique de PU(2,1) a trois points fixes dans CP 2,
dont deux sont situe´s au bord de H2
C
, et le troisie`me dans P (V +).
Remarque 1.16. Si ph et qh sont des rele`vements de ph et qh, le point fixe de h situe´ dans
P (V +) admet le rele`vement ph ⊠ qh (voir la de´finition du produit vectoriel hermitien
dans la section 1.4.1). Le vecteur ph⊠qh est polaire a` la droite complexe Ch (voir encore
la section 1.4.1).
Remarque 1.17. Soit h une isome´trie loxodromique, et A un rele`vement a` SU(2,1). Quitte
a` conjuguer A par un e´le´ment de SU(2,1), on peut supposer que ph, qh et rh admettent
les rele`vements a` C3 suivants :
ph =

10
0

 , rh =

01
0

 et qh =

00
1

 .
A est alors la matrice
A =

µ 0 00 µ¯µ 0
0 0 µ¯−1

 . (1.3)
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Dans le groupe de Heisenberg, A induit la transformation
[z, t] 7−→ [z µ¯
2
µ
, |µ|2t]
La restriction de A est donc une dilatation de Heisenberg. Si |µ| > 1, alors ph est un point
fixe attractif et qh un point fixe re´pulsif. Dans le cas contraire, les roˆles sont inverse´s.
La quantite´ d(ω, h(ω)) atteint son minimum en tout point de σh. Ce minimum est
appele´ la longueur de translation de h. On la notera lh. Les grandeurs lh et µ sont lie´es
par la relation
cosh
(
lh
2
)
=
1
2
(
|µ|2 + 1|µ|2
)
Cette expression est invariante par le changement µ↔ µ¯−1.
Remarque 1.18. La forme normalise´e 1.3 montre que µ de´termine sans ambigu¨ıte´ la classe
de conjugaison de A. Or µ est obtenu par re´solution du polynoˆme caracte´ristique de A,
qui s’e´crit dans SU(2,1)
X3 − trAX2 + trAX − 1.
Par conse´quent, la classe de conjugaison de A est entie`rement de´termine´e par sa trace.
Ceci est faux pour les isome´tries elliptiques : il y a trois classes de conjugaisons elliptique
par trace elliptique.
Proposition 1.19. Deux isome´tries loxodromiques commutent si et seulement si elles ont
les meˆmes points fixes.
De´monstration. Deux isome´tries loxodromiques commutent si et seulement si elles ad-
mettent des rele`vements qui sont diagonaux dans une base commune. D’ou` le re´sultat.
1.3.4 Les isome´tries paraboliques
Les isome´tries paraboliques purs Soit h un e´le´ment parabolique pur. Dans le mode`le
de Siegel, on peut supposer que le point fixe de h est ∞. L’e´le´ment parabolique h admet
alors pour rele`vement a` SU(2,1) la matrice
h =

1 −w¯
√
2 −|w|2 + iτ
0 1 w
√
2
0 0 1

 avec w ∈ C et τ ∈ R. (1.4)
La restriction de h a` ∂H2
C
est la translation de Heisenberg
[z, t] 7−→ [w, τ ][z, t].
Si w = 0, h est une translation verticale. Rappelons que l’indice de nilpotence d’une
matrice nilpotente N est le plus petit entier p tel que Np = 0.
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Proposition 1.20. 1. L’ensemble des isome´tries paraboliques pures h admettant un
rele`vement H a` SU(2,1) tel que (H − Id) est nilpotent d’indice 2 forme une classe
de conjugaison dans PU(2,1).
2. L’ensemble des isome´tries paraboliques pures h admettant un rele`vementH a` SU(2,1)
tel que (H − Id) est nilpotent d’indice 3 forme une classe de conjugaison dans
PU(2,1).
Les isome´tries paraboliques pures qui appartiennent a` la classe de conjugaison du pre-
mier type (indice de nilpotence 2) sont caracte´rise´es ge´ome´triquement par le fait qu’elles
stabilise une droite complexe (voir la section 1.4.1)
Remarque 1.21. Comme nous l’avons vu, l’horosphe`re de niveau u0 centre´e en∞ (mode`le
de Siegel) est forme´e des points de coordonne´es horoshe´riques (z, t, u0) avec z ∈ C et
t ∈ R. On ve´rifie facilement en utilisant la matrice ci dessus qu’elle est pre´serve´e par
toute translation de Heisenberg. On peut donc voir toute horosphe`re comme une copie du
groupe de Heisenberg.
Les isome´tries ellipto-paraboliques Les e´le´ments ellipto-paraboliques ont une valeur
propre double. La valeur propre 〈〈 seule 〉〉 correspond a` un vecteur propre contenu dans
V +, polaire a` une droite complexe stable.
Soit h un e´le´ment ellipto-parabolique. Quitte a` conjuguer, on peut supposer que le
vecteur propre positif est
[
0 1 0
]T
, et que les points fixes, en coordonne´es de Heisenberg
sont ∞ et [0, 0]. Dans ces conditions,
h =

e−iθ 0 e−iθiτ0 e2iθ 0
0 0 e−iθ

 avec τ ∈ R et θ > 0
En coordonne´es de Heisenberg, h correspond a une translation de Heisenberg verticale
de [0, τ ], suivie d’une dilatation de Heisenberg de facteur e3iθ. La classe de conjugaison de
h est entie`rement de´termine´e par θ.
Remarque 1.22. Toute matrice triangulaire supe´rieure de SU(2,1) qui n’est pas le rele`vement
d’une isome´trie loxodromique s’e´crit
M = e−iθ/3

1 −
√
2z¯eiθ −|z|2 + it
0 eiθ
√
2z
0 0 1

 . (1.5)
Un calcul montre que l’homographie associe´e a`M stabilise la droite verticale D de groupe
de Heisenberg parame´tre´e par
[w, τ ], τ ∈ R, w = −z
eiθ − 1 .
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Cette droite verticale est le bord d’une droite complexe C, qui est fixe´e point par point
si et seulement si D l’est (D est un exemple de C-cercle 2). La translation verticale (i.e.
le long de D) est donne´e par
|z|2 (1 + cos θ)
sin θ
− t. (1.6)
L’isome´trie associe´e a`M est parabolique si et seulement si cette translation est non-nulle.
Dans le cas contraire, c’est une re´flexion complexe de miroir C. On constate donc qu’a` z
et θ fixe´ l’isome´trie associe´e a` M est parabolique, sauf pour une seule valeur de t.
1.3.5 Isotropie des points de H2C
Lemme 1.23. L’isotropie Gp dans PU(2,1) d’un point de H
2
C
contient exactement l’en-
semble des isome´tries elliptiques qui le fixent. Gp est un plongement de U(2) dans PU(2,1).
De´monstration. Les seules isome´tries qui fixent p sont elliptiques, puisque p est inte´rieur
a` H2
C
. Quitte a` conjuguer, on peut supposer que p est le point (0, 0), dans le mode`le de la
boule. On ve´rifie alors que les e´le´ments de PU(2,1) qui fixent ce point correspondent aux
e´le´ments de SU(2,1) de la forme[
A 0
0 detA−1
]
, avec A ∈ U(2). (1.7)
1.4 Les sous-espaces totalement ge´ode´siques de di-
mension 2 de H2C
H2
C
e´tant un espace syme´trique riemannien, ses sous espaces totalement ge´ode´siques
sont soit totalement re´els, soit des sous-espaces line´aires complexes (voir par exemple
[Gol99], chapitre 3 page 82). Il y a quatre types de sous-espaces totalement ge´ode´siques :
– les points
– les ge´ode´siques
– les droites complexes (voir le paragraphe suivant)
– les R-plans (voir le paragraphe 1.4.2).
Remarque 1.24. H2
C
e´tant de courbure ne´gative, il existe une unique ge´ode´sique contenant
deux points donne´s. Nous reviendrons sur les ge´ode´siques au de´but du chapitre 6. Voir
e´galement [Par03].
2voir la section 1.4.1
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Remarque 1.25. H2
C
n’a pas d’hypersurface totalement ge´ode´sique. C’est une conse´quence
du fait que sa courbure sectionnelle re´elle est variable.
Nous allons maintenant nous inte´resser aux deux derniers types : les droites complexes et
les R-plans.
1.4.1 Les droites complexes de H2C
De´finitions et exemples
Rappelons que les droites complexes de CP 2 sont les projections des plans complexes
de C3.
De´finition 1.26. Une droite complexe de H2
C
est l’intersection d’une droite complexe de
CP 2 avec H2
C
, lorsqu’elle est non-triviale.
Exemple 1.27. Utilisons le mode`le de la boule. Le plan de C3 d’e´quation z2 = 0 se projette
sur la droite complexe vue comme C×{0} dans la carte affine {(z1, z2, 1)}, qui intersecte
H2
C
selon le disque {(z1, 0)}, |z1| < 1.
Lemme 1.28. Soient p1 et p2 deux points de H
2
C
. Il existe une unique droite complexe
contenant p1 et p2.
De´monstration. Relevons p1 et p2 a` C
2,1 en p1 et p2. Il existe un unique plan complexe
contenant p1 et p2 : le sous espace vectoriel engendre´ sur C, qui ne de´pend pas du choix
des rele`vements. Son image dans CP 2 contient p1 et p2.
En utilisant la dualite´ associe´e a` la structure hermitienne, on associe a` toute droite com-
plexe de H2
C
un point de CP 2 situe´ dans P (V +) de la fac¸on suivante.
De´finition 1.29. Soit m un point CP 2 appartenant a` P (V +), et m un rele`vement de m.
Nous appellerons m⊥ le sous-ensemble de CP 2 de´fini par{
P(Z) ∈ H2C, 〈m, Z〉 = 0
}
.
Proposition 1.30. – m⊥ est une droite complexe de H2
C
, qui ne de´pend pas du choix
de m.
– A toute droite complexe C de H2
C
est associe´ un unique point mC de P (V
+) tel que
C = m⊥C .
– La correspondance C 7−→ mC est bijective.
De´finition 1.31. Soit C une droite complexe deH2
C
. Un vecteur v de V + tel que P(v)⊥ =
C est appele´ un vecteur polaire a` C.
La transitivite´ de l’action de PU(2,1) sur P(V +) a pour conse´quence la
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Proposition 1.32. PU(2,1) agit transitivement sur l’ensemble des droites complexes de
H2
C
Exemple 1.33. 1. Dans les coordonne´es de la boule, le vecteur v =
[
0 1 0
]T
est
polaire a` la droite complexe C1 = {(w, 0) , |w| < 1}.
2. v est fixe´ par la transformation de Cayley. Dans les coordonne´es de Siegel, le vec-
teur v =
[
0 1 0
]T
est associe´ a` la droite complexe parame´tre´e en coordonne´es
horosphe´riques par {(0, t, u) , t ∈ R, u < 0}, qui est donc l’image de C1 par la trans-
formation de Cayley.
Les C-cercles
Il est souvent utile d’utiliser la version 〈〈 dans le bord 〉〉 des droites complexes.
Proposition 1.34 (cf [Gol99], the´ore`me 4.3.2). Soit C une droite complexe de H2
C
. L’in-
tersection de l’adhe´rence de C avec le bord de H2
C
est home´omorphe a` un cercle.
De´monstration. D’apre`s la proposition 1.32, il suffit de la ve´rifier sur le cas de l’exemple
1.27, pour lequel on obtient la courbe contenue dans S3, parame´tre´e par {(eiθ, 0) , 0 6
θ 6 2π}.
De´finition 1.35. Soit C une droite complexe de H2
C
. L’intersection C ∩ ∂H2
C
s’appelle
un C-cercle.
Rappelons que le groupe de Heisenberg est muni d’une structure de contact, associe´e a` la
1-forme θ = dt+ xdy − ydx (voir par exemple [Gol99]).
Utilisons le mode`le de Siegel. Soit C une droite complexe.
– Si C ne contient pas le point a` l’infini, le C-cercle ∂C est une ellipse, contenue dans
un plan de contact (i.e. le noyau de la forme θ en un point).
– Si C contient le point a` l’infini, le C-cercle ∂C est une droite verticale, du type
{[z0, t], t ∈ R}.
La position relative de deux C-cercles traduit celle des droites complexes associe´es. Ainsi,
deux droites complexes de H2
C
– s’intersectent si et seulement si les C-cercles associe´s sont disjoints et enlace´s.
– sont asymptotiques si et seulement les C-cercles associe´s s’intersectent.
– sont disjointes si et seulement si les C-cercles associe´s sont disjoints et non-enlace´s.
A toute droite complexe C de H2
C
est associe´ un e´le´ment d’ordre deux de PU(2,1) qui fixe
C : la re´flexion par rapport a` C.
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Pre´cision : Comme nous l’avons vu au paragraphe 1.3.2, il existe des re´flexions com-
plexes fixant C qui ne sont pas d’ordre deux, mais en l’absence d’indication, nous enten-
drons par re´flexion par rapport a` C une involution.
Proposition 1.36. Soit C une droite complexe de H2
C
, et c un vecteur polaire a` C. En
coordonne´es vectorielles, la re´flexion par rapport a` C est donne´e par
Z 7−→ −Z + 2〈Z, c〉〈c, c〉 c. (1.8)
Le produit vectoriel hermitien dans C2,1.
De´finition 1.37. Soient u et v deux vecteurs de C3 et J une forme hermitienne sur C3.
Le produit vectoriel hermitien de u et v pour la forme J est le vecteur
u⊠J v = J · u¯ ∧ v¯
ou` ∧ de´signe le produit vectoriel.
Le lemme suivant se ve´rifie par un calcul direct.
Lemme 1.38. Soient u et v deux vecteurs de C3 et 〈·, ·〉J le produit hermitien associe´ a`
la forme hermitienne J . Alors
〈u, u⊠J v〉 = 〈v, u⊠J v〉 = 0.
Par la suite, nous omettrons l’indice J , la forme hermitienne e´tant toujours celle associe´e
au mode`le deH2
C
que nous utilisons. Le produit vectoriel hermitien est une manie`re simple
de calculer un vecteur polaire a` une droite complexe. Ainsi,
Proposition 1.39. Soient m1 et m2 deux points distincts de H
2
C
. Fixons m1 et m2 deux
rele`vements a` C3. Le vecteur m1 ⊠m2 est polaire a` la droite complexe contenant m1 et
m2.
De´monstration. D’apre`s le lemme 1.38, 〈m1,m1 ⊠m2〉 = 〈m1,m1 ⊠m2〉 = 0.
On peut aussi utiliser le produit vectoriel hermitien pour relier la position relative de
deux droites complexes au produit hermitien de leurs vecteurs polaires.
Proposition 1.40. Soient C1 et C2 deux droites complexes de H
2
C
, et c1 et c2 des vecteurs
polaires associe´s. Alors
– c1⊠ c2 est dans V
+ si et seulement si C1 et C2 sont disjointes. Dans ce cas c1⊠ c2
est polaire a` leur orthogonale commune.
– c1 ⊠ c2 est dans V
0 si et seulement si C1 et C2 sont asymptotiques, et dans ce cas
c1 ⊠ c2 est un rele`vement leur de intersection dans ∂H
2
C
.
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– Si c1⊠ c2 est dans V
−, C1 et C2 sont se´cantes, et c1⊠ c2 est un rele`vement leur de
intersection.
Pour de´terminer le type de c1 ⊠ c2, on dispose du lemme suivant, qui se prouve par
un calcul direct :
Lemme 1.41. Soient a, b, c et d quatre vecteurs de C2,1. On a
〈a⊠ b, c⊠ d〉 = 〈d, a〉〈c,b〉 − 〈c, a〉〈d,b〉.
En particulier, dans le cas ou` a = c et b = d, on en de´duit que
〈a⊠ b, a⊠ b〉 = |〈a,b〉|2 − 〈a, a〉〈b,b〉.
La proposition suivante est une application directe de cette relation et de la proposition
1.40.
Proposition 1.42. Soient C1 et C2 deux droites complexes de H
2
C
, dont les vecteurs
polaires sont c1 et c2. Posons
k =
|〈c1, c2〉|2
〈c1, c1〉〈c2, c2〉 .
Alors
– Si k > 1, C1 et C2 sont disjointes et leur distance ρ est donne´e par k = cosh
2 ρ/2.
– Si k = 1, C1 et C2 sont confondues ou asymptotiques.
– Si k < 1, C1 et C2 s’intersectent, et leur angle φ est donne´ par k = cos
2 φ.
De´composition des loxodromiques de trace re´elle
Nous terminons cette section en de´crivant les isome´tries loxodromiques qui sont le
produit de deux re´flexions complexes.
Lemme 1.43. Soit A une isome´trie loxodromique dont un rele`vement a` SU(2,1) est de
trace re´elle. Alors A (ou A2) est produit de deux re´flexions complexes d’ordre deux par
rapport a` des droites complexes.
De´monstration. Sous ces hypothe`ses il y a deux possibilite´s. Soit la trace de A est plus
grande que 3, soit elle est plus petite que −1. Utilisons la forme normalise´e des e´le´ments
loxodromiques donne´e par la relation 1.3. Dans le premier cas, A est conjugue´e a` une
isome´trie se relevant en
x 0 00 1 0
0 0 1/x

 =

 0 0 x0 −1 0
1/x 0 0



0 0 10 −1 0
1 0 0

 avec x > 1.
Les deux matrices implique´es dans le membre de droite repre´sentant des re´flexions com-
plexes d’ordre deux par rapport a` des droites complexes.
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Dans le second cas A est conjugue´e a` une isome´trie se relevant en
−x 0 00 1 0
0 0 −1/x

 avec x > 1.
A2 est donc de trace plus grande que 3.
Proposition 1.44. Soit A une isome´trie loxodromique, admettant un rele`vement a` SU(2,1)
de trace re´elle et plus grande que 3. Il existe une famille a` un parame`tre de de´compositions
de A sous la forme I1 ◦ I2, ou` I1 et I2 sont des re´flexions complexes d’ordre deux. De plus,
une fois fixe´ I1 (resp. I2), I2 (resp. I1) est entie`rement de´termine´.
De´monstration. Si A s’e´crit I1 ◦ I2, ou` I1 et I2 sont des re´flexions complexes d’ordre deux,
alors I1 et I2 e´changent pA et qA, les points fixes de A. Si cela n’e´tait pas le cas, comme
A fixe pA, il existerait un point p
′ 6= qA situe´ sur ∂H2C, tel que
I1(pA) = I2(pA) = p
′.
Par conse´quent, I1 et I2 e´changeraient pA et p
′, et donc A stabiliserait la ge´ode´sique pAp′.
C’est absurde car la seule ge´ode´sique stabilise´e par un e´le´ment loxodromique est son axe.
Toute re´flexion complexe d’ordre deux qui e´change pA et qA a son miroir orthogonal a`
la ge´ode´sique pAqA. Par ailleurs, toute droite complexe orthogonales a` la ge´ode´sique pAqA
est le miroir d’une unique re´flexion complexe qui e´change pA et qA. Par conse´quent, il
existe autant de de´compositions que de points de la ge´ode´sique pAqA. Finalement, si I1
est fixe´, le miroir de I2 (donc I2) est entie`rement de´termine´ par la longueur de translation
de A.
Remarque 1.45. Les isome´tries loxodromiques A dont un rele`vement A a` SU(2,1) est de
trace re´elle se lisent dans le bord de H2
C
de la fac¸on suivante :
– Si trA > 3, A est conjugue´e a` une dilatation de Heisenberg de facteur re´el positif.
– Si trA < −1, A est conjugue´e a` une dilatation de Heisenberg de facteur re´el λ,
ne´gatif. A est alors la compose´e d’une dilatation de Heisenberg de facteur −λ > 0
et de la rotation d’angle π autour de la droite verticale
1.4.2 Les R-plans
De´finitions et exemples
De´finition 1.46. Un sous-espace vectoriel re´el V de C2,1 est dit lagrangien s’il satisfait
aux deux conditions
1. dimR (V ) = 3.
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2. Il est totalement re´el : pour tous vecteurs a et b de V , le produit hermitien 〈a, b〉 est
re´el.
De´finition 1.47. Un R-plan est un sous-espace de H2
C
de la forme P (V )∩H2
C
, ou` V est
un sous espace lagrangien de C2,1.
Exemple 1.48. Le sous-espace vectoriel R3 ⊂ C2,1 est lagrangien. Il lui est associe´ le R-plan
H2
R
= {(x1, x2) ∈ H2C ∩R2}
Proposition 1.49. PU(2,1) agit transitivement sur l’ensemble des R-plans de H2
C
.
De´monstration. Ce re´sultat provient du fait que U(2,1) agit transitivement sur l’ensemble
des lagrangiens de C2,1. Voir par exemple [Ber00] pages 29–30.
Les R-plans sont donc les images isome´triques de H2
R
, qui est le lieu des points fixes de la
conjugaison complexe sur H2
C
. On en de´duit alors la
Proposition 1.50. Tout R-plan est le lieu des points fixes d’une unique isome´trie anti-
holomorphe d’ordre 2 de H2
C
.
De´finition 1.51. L’isome´trie antiholomorphe fixant un R-plan P s’appelle l’inversion
par rapport a` P . On appellera aussi une inversion par rapport a` un R-plan une re´flexion
lagrangienne.
Dans une varie´te´ riemannienne, le lieu des points fixes d’une isome´trie est totalement
ge´ode´sique.
Corollaire 1.52 (cf [Par03]). Les R-plans sont des sous espaces totalement ge´ode´siques
de H2
C
Les R-plans sont des sous-espaces lagrangiens de H2
C
pour la forme symplectique associe´e
a` la me´trique de Bergman (voir le paragraphe 1.2).
Exemple 1.53. Dans le mode`le de Siegel,H2
R
est parame´tre´ en coordonne´es horosphe´riques
par
H2
R
= {(x, 0, u), x ∈ R, u > 0} .
Proposition 1.54 (voir [Gol99] ou [Par03]). Tout R-plan est un plongement isome´trique
du plan hyperbolique re´el dans H2
C
.
Les R-cercles
De meˆme que pour les droites complexes, on utilise souvent la version 〈〈 dans le bord 〉〉 des
R-plans.
Proposition 1.55. L’intersection avec ∂H2
C
de l’adhe´rence d’un R-plan dans H2
C
est
home´omorphe a` un cercle.
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R0
∂H2
R
R0
∂H2
R
b
Fig. 1.2 – Projections sur C et sur le plan (x, 0, t) de R0 et ∂L0
De´monstration. Il suffit de traˆıter le cas deH2
R
. En utilisant le mode`le de Siegel, on obtient
dans ce cas que ∂H2
R
est la droite de R3 donne´e par y = t = 0, comple´te´e par le point a`
l’infini.
De´finition 1.56. Soit P un R-plan de H2
C
. L’intersection ∂H2
C
∩P s’appelle un R-cercle.
Exemple 1.57. Soit P0 le R-plan parame´tre´ dans le mode`le de la boule par
P0 =
{
(ix1, ix2) ∈ H2C, xk ∈ R
}
= iH2R
Soit R0 le R-cercle associe´ a` P0. En coordonne´es de Heisenberg, R0 est parame´tre´ par
x =
sin 2θ
2 + 2 sin2 θ
y =
cos θ
1 + sin2 θ
avec 0 6 θ < 2π.
t =
2 sin θ
1 + sin2 θ
Les deux R-cercles R0 et ∂H
2
R
sont repre´sente´s sur la figure 1.2.
Remarque 1.58. 1. La correspondance R-cercle ↔ R-plan est bijective.
2. Les R-cercles ont la proprie´te´ remarquable d’eˆtre des courbes legendriennes pour la
structure de contact du groupe de Heisenberg (donne´e par la 1-forme θ = dt+xdy−
ydx), c’est a` dire qu’elles sont en tout point tangentes au plan de contact, le noyau
de θ.
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Nous allons maintenant de´finir le centre et le rayon d’un R-cercle. Jusqu’ a` la fin de ce
paragraphe nous n’utiliserons que le mode`le de Siegel.
De´finition 1.59. Soit P un R-plan et R le R-cercle correspondant et IP l’inversion
associe´e. Le point IP (∞) est appele´ le centre de R.
Si R contient ∞, il est dit infini, et son centre est ∞. Dans le cas contraire, il existe un
unique e´le´ment parabolique T fixant ∞ et une unique dilatation de Heisenberg
d : [z, t] −→ [reiθz, r2t]
tels que T (R) = d(R0).
De´finition 1.60. Soit R un R-cercle fini. Le nombre r2e2iθ de´fini ci-dessus est le rayon
de R.
Exemple 1.61. R0, vu a` l’exemple 1.57 est le R-cercle de centre [0, 0] et de rayon 1. Pour
cette raison, R0 sera souvent appele´ le R-cercle standard.
Remarque 1.62. Notons que l’on peut lire dans le bord l’e´ventuelle intersection de deux
R-plans : deux R-plan se coupent en un unique point (resp. le long d’une ge´ode´sique) si et
seulement si les deux R-cercles associe´s sont entrelace´s (resp. se coupent en deux points.)
Inversions par rapport aux R-plans
Les inversions par rapport aux R-plans jouent un roˆle tre`s important dans l’e´tude des
isome´tries de H2
C
.
De´finition 1.63. Soit P un R-plan, et IP l’inversion associe´e. Nous dirons que M ∈
U(2, 1) est un rele`vement de IP si pour tout z ∈ H2C et pour tout rele`vement z˜ de z a` C3,
P (M.¯˜z) = IP (z). (1.9)
(Rappelons que P est la projection C3 \ {0} → CP 2.)
Remarque 1.64. Si h est une isome´trie de H2
C
, c’est a` dire un e´le´ment de P̂U(2,1) (voir le
the´orme`me 1.1 page 22). Nous entendrons par 〈〈 une matrice pour h 〉〉 ou 〈〈 un rele`vement
de h 〉〉 tout rele`vement de h a` U(2,1) si h est holomorphe, ou toute matrice ve´rifiant la
relation (1.9) si h est antiholomorphe.
Dans un mode`le comme dans l’autre, l’inversion par rapport a`H2
R
admet pour matrice
l’identite´. Dans le mode`le de Siegel, l’inversion par rapport au R-plan P0 peut eˆtre vue,
en coordonne´es vectorielles comme
z1z2
1

 7−→ J2

z¯1z¯2
1

 .
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Ainsi, J2 est un rele`vement de IP0 . Il y a donc une le´ge`re ambigu¨ıte´ sur J2, a` laquelle
nous penserons a` la fois comme la matrice de la forme hermitienne, et comme celle de
l’inversion par rapport a` P0.
Remarque 1.65. 1. Si h est une isome´trie admettant M ∈ U(2, 1) comme rele`vement,
alors IP0 ◦ h, qui est antiholomorphe, se rele`ve en J2M .
2. SiM est un rele`vement d’une inversion IP par rapport a` un R-plan P , le fait que IP
soit une involution se traduit par la relation MM = Id. Cette relation caracte´rise
les matrices des re´flexions lagrangiennes.
Nous utiliserons le lemme suivant au chapitre 6 pour e´tudier des groupes engendre´s par
trois re´flexions lagrangiennes.
Lemme 1.66. Soit P un R-plan. Soit R le R-cercle associe´. Supposons que R ait le
point [z, t] pour centre et soit de rayon r2e2iθ. Alors l’inversion par rapport a` IP admet le
rele`vement a` SU(2,1) donne´ par la matrice :
JP = − exp (−2iθ/3)

a b cd f b
g d a

 (1.10)
avec
a =
−|z|2 + it
r2
b =
√
2
(
az − z¯e2iθ) c = r2a2 + 2z¯2e2iθ
d =
z
√
2
r2
f =
2z2
r2
+ e2iθ g =
1
r2
De´monstration. C’est un calcul direct a` partir de la de´finition des centres et rayons de R et
de la forme donne´e dans la section 1.3 pour les dilatations et translations de Heisenberg :
IP = T
−1 ◦ d ◦ IP0 ◦ d−1 ◦ T
ou` d et T sont comme dans la discussion pre´ce´dant la de´finition 1.60.
Nous aurons e´galement besoin d’une forme matricelle pour les re´flexions lagrangiennes
par rapport a` un R-plan contenant l’infini.
Lemme 1.67. Soit P un R-plan dont l’adhe´rence contient le point ∞ de ∂H2
C
. Il existe
z ∈ C, t ∈ R et θ ∈ R, tels que la re´flexion par rapport a` P admette le rele`vement a`
SU(2,1) donne´ par la matrice :
Jz,t,θ = − exp (−2iθ/3)

1 b c0 f b
0 0 1

 (1.11)
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avec
b =
√
2 (z − z¯ exp (2iθ)) c = 2 (−|z|2 + it+ z¯2 exp 2iθ)
et f = exp 2ıθ
De´monstration. La preuve est analogue a` celle du lemme 1.66 : il suffit de conjuguer la
re´flexion lagrangienne par rapport a` H2
R
, par un e´le´ment parabolique quelconque fixant
∞ ∈ H2
R
. La re´flexion par rapport a` H2
R
admet pour matrice l’identite´. Il suffit donc de
calculer MM , ou` M est un rele`vement a` SU(2,1) d’un e´le´ment parabolique de l’isotropie
de ∞. Un tel rele`vement s’e´crit (cf 1.22 page 30)
exp (−iθ/3)

1 −z¯
√
2 exp (iθ) −|z|2 + it
0 exp(iθ) z
√
2
0 0 1

 avec θ ∈ R, z ∈ C et t ∈ R.
Toute isome´trie de H2
C
se de´compose comme un produit d’au plus trois re´flexions lagran-
giennes :
Lemme 1.68. Soit h une isome´trie de H2
C
.
1. Si h est holomorphe, il existe deux re´flexions lagrangiennes ι1 et ι2 telles que h =
ι1 ◦ ι2.
2. Si h est antiholomorphe, il existe trois re´flexions lagrangiennes ι1, ι2 et ι3 telles que
h = ι1 ◦ ι2 ◦ ι3.
De´monstration. 1. Dans le cas ou` h est holomorphe, supposons d’abord h loxodro-
mique, et utilisons le mode`le de Siegel. Quitte a` conjuguer, on peut supposer que h
admet le rele`vement diaginal h donne´ par la relation 1.3 page 28. Alors, h s’e´crit
M1M2 avec
M1 =

 0 0 −10 −1 0
−1 0 0

 et M2 =

 0 0 −µ−10 −µµ¯−1 0
−µ¯ 0 0

 .
M1 et M2 sont dans SU(2,1) et ve´rifient MkMk = Id. Ce sont donc les matrices
d’inversions lagrangiennes. Les cas ou` h est elliptique ou parabolique se traitent
exactement de la meˆme fac¸on.
2. Si h est antiholomorphe, alors soit ι une re´flexion lagrangienne. h◦ι est holomorphe,
et on applique le cas pre´ce´dent.
Nous donnerons des pre´cisions sur la de´composition des e´le´ments holomorphes dans le
paragraphe suivant. La proposition suivante est due a` Falbel et Zocca (voir [FZ99]).
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Lemme 1.69. Soient P1 et P2 deux R-plans. Alors,
1. IP1 ◦ IP2 est parabolique si et seulement si P1 et P2 ont exactement un point d’inter-
section situe´ dans ∂H2
C
.
2. IP1 ◦ IP2 est loxodromique si et seulement si P1 et P2 sont disjoints.
3. IP1 ◦ IP2 est elliptique re´gulier si et seulement si P1 et P2 ont exactement un point
d’intersection dans H2
C
.
4. IP1 ◦ IP2 est une re´flexion complexe si et seulement si P1 et P2 s’intersectent le long
d’une ge´ode´sique de H2
C
.
Pour finir, e´nonc¸ons la
Proposition 1.70. [CG74] Le stabilisateur d’un R-plan est isomorphe a` PSO(2,1).
R-plans disjoints et de´composition des e´le´ments loxodromiques.
Nous aurons besoin des deux lemmes suivants.
Lemme 1.71. Soit f une isome´trie antiholomorphe de H1
C
. Si f a un point fixe dans H1
C
,
alors c’est une re´flexion par rapport a` une ge´ode´sique.
De´monstration. Soit p le point fixe de f . Il existe w0 ∈ H1C tel que w0, p, et f(w0) ne
sont pas aligne´s dans cet ordre (sinon f serait un demi-tour, holomorphe). L’une des
deux bissectrices de l’angle (p, w0, f(w0)) est fixe´e par f . L’isome´trie f est la re´flexion par
rapport a` cette ge´ode´sique.
Lemme 1.72. Soit ϕ une isome´trie antiholomorphe de H2
C
. Supposons qu’il existe deux
points p et q de ∂H2
C
tels que ϕ(p) = q et ϕ(q) = p. Alors ϕ est une re´flexion lagrangienne.
De´monstration. Comme ϕ e´change p et q, elle stabilise la ge´ode´sique σ = (pq) et la droite
complexe C engendre´e par p et q. De plus, ϕ a un point fixe m sur σ. Soit C ′ la droite
complexe orthogonale a` C en m. C ′ est stable par ϕ. Le lemme 1.71 nous indique alors
que les deux restrictions ϕ|C et ϕ|C′ de ϕ a` C et C ′ sont des re´flexions par rapports a` des
ge´ode´siques γ ⊂ C et γ′ ⊂ C ′. Comme γ et γ′ sont contenues dans deux droites complexes
orthogonales, elles engendrent un plan lagrangien P , qui est fixe´ point par point par ϕ.
ϕ2 fixant point par point deux droites complexes orthogonales, c’est l’identite´ sur H2
C
. ϕ
est donc l’inversion par rapport a` P .
Nous en de´duisons alors la proposition suivante.
Proposition 1.73. Soit A une isome´trie loxodromique. Il existe une famille a` deux pa-
rame`tres de de´compositions de A sous la forme A = ι1 ◦ ι2 ou` ι1 et ι2 sont des re´flexions
lagrangiennes. De plus, ι1 (resp. ι2) est uniquement de´termine´e par la donne´e de ι2 (resp.
ι1).
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De´monstration. Supposons donne´e une telle de´composition : A = ι1 ◦ ι2. Montrons alors
que ι1 et ι2 e´changent pA et qA, les points fixes de A. Si cela n’e´tait pas le cas, comme A
fixe pA, il existerait un point p
′ 6= qA situe´ sur ∂H2C, tel que
ι1(pA) = ι2(pA) = p
′.
Par conse´quent, ι1 et ι2 e´changeraient pA et p
′, et donc A stabiliserait la ge´ode´sique pAp′.
C’est absurde car la seule ge´ode´sique stabilise´e par un e´le´ment loxodromique est son axe.
Soit ι1 une re´flexion lagrangienne e´changeant pA et qA. Posons ι2 = ι1 ◦A. ι2 est anti-
holomorphe, et e´change pA et qA. D’apre`s le lemme 1.72 ι2 est une re´flexion lagrangienne.
Par suite, une de´composition lagrangienne de A est entie`rement de´termine´e par le
choix d’un R-plan P tel que IP e´change les points fixes de A. Il existe une famille a` 2
parame`tres R+ × S1 de tels R-plans. Pour le voir, on peut supposer que les points fixes
de A sont (dans le mode`le de Siegel) [0, 0] et ∞. Un R-plan convient alors si et seulement
si le R-cercle associe´ a pour centre [0, 0]. Un tel R-cercle est alors entie`rement de´termine´
par son rayon r2e2iθ.
Angle entre deux R-plans se´cants.
De´finition 1.74. Soient (L1, L2) et (L
′
1, L
′
2) deux paires de R-plans se´cants. On dit
qu’elles ont le meˆme angle si et seulement s’il existe un e´le´ment de g de PU(2,1) tel
que
L′i = g(Li), i = 1, 2.
Pour mesurer l’angle entre deux R-plans, on utilise le lemme suivant :
Lemme 1.75. Soient deux R-plans L1 et L2, s’intersectant en un point p dans H
2
C
. Il
existe une isome´trie g ∈ PU(2,1) telle que g (L1) = H2R = {(x, y) , x, y ∈ R}, et g (L2) =
{(eiα1x, eiα2y) , x, y ∈ R}, avec 0 6 α1 6 α2 < π.
De´monstration. PU(2,1) agissant transitivement sur l’ensemble des R-plans, il existe une
isome´trie g1 telle que g1(L1) = H
2
R
. Par ailleurs, le stabilisateur de H2
R
agit transitivement
sur H2
R
, il existe donc une isome´trie g2 telle que g2 ◦ g1(L1) = H2R et g2 ◦ g1(p) = (0, 0).
Les isome´tries holomorphes qui fixent (0, 0) et stabilisent H2
R
s’e´crivent[
O 0
0 1
]
avec O ∈ O(2).
(cf le lemme1.7 page 31).
On peut alors choisir g3 dans PU(2,1) qui pre´serveH
2
R
, fixe (0, 0) et envoie les deux espaces
propres de IL1 ◦ IL2 sur les axes de coordonne´es de la boule. L’isome´trie g = g3 ◦ g2 ◦ g1
convient.
De´finition 1.76. Soit (L1, L2) une paire de R-plans se´cants. Notons ̂(L1, L2) l’angle entre
L1 et L2. La mesure de l’angle ̂(L1, L2) est la paire (α1, α2) fournie par le lemme 1.75.
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m
L1 γ
1
1 = C1 ∩ L1
γ21 = C2 ∩ L1
Intersection de C1 et C2 avec L1.
γi1 = Ci ∩ L1
γi2 = Ci ∩ L2
m αi
Intersection de L1 et L2 avec Ci
Fig. 1.3 – Angle entre L1 et L2, droites complexes stables de I1 ◦ I2.
Remarque 1.77. L’e´le´ment elliptique E = IL2 ◦ IL1 a deux droites complexes orthogonales
stables C1 et C2, polaires a` ses points fixes situe´s dans P(V
+). E agit sur C1 (resp. C2)
comme une rotation d’angle 2α1 (resp. 2α2). En conse´quence, nous appellerons α1 (resp.
α2) l’angle entre L1 et L2 lu dans C1 (resp. lu dans C2). Cette terminologie est justifie´e
par le fait que L1 et L2 intersectent Ci le long de ge´ode´siques γ
i
1 et γ
i
2. L’angle entre γ
i
1
et γi2 a pour mesure αi.
De meˆme que pour les droites complexes, la position relative de deux R-plans peut se lire
dans le bord comme suit (voir [FZ99]). Deux R-plans
– se coupent en un point si et seulement si les R-cercles associe´s sont disjoints et
enlace´s.
– se coupent le long d’une ge´ode´sique si et seulement si les R-cercles associe´s se coupent
en deux points
– sont disjoints si et seulement les deux R-cercles associe´s sont disjoints et non enlace´s.
Dans [FZ99], Falbel et Zocca ont de´fini la notion d’angle entre deux R-cercles entrelace´s.
Cette notion co¨ıncide avec celle d’angle entre deux R-plans de´finie ci-dessus.
Le lemme 1.75 et la remarque 1.77 montrent l’existence d’un cercle de R-plans passant
par un point m ∈ L1 d’angle avec L1 donne´. Si α1 = α2, le cercle de´ge´ne`re en un point car
alors le produit des deux inversions commute avec tous les e´le´ments du stabilisateur de m.
Proposition 1.78. Soient P un R-plan et m un point de P .
1. Si α 6= β, il existe un cercle de R-plans Q passant par m et tels que la mesure de
l’angle entre P et Q soit (α, β).
2. Pour tout α, il existe un unique R-plan Q tel que l’angle entre P et Q soit de mesure
(α, α).
1.4. Les sous-espaces totalement ge´ode´siques de dimension 2 de H2
C
45
vue depuis l’axe x = t = 0 vue depuis l’axe y = t = 0
Fig. 1.4 – Tore associe´ aux R-plans d’ angle
(π
4
,
π
2
)
avec H2
R
passant par l’origine.
De´monstration. 1. Si α 6= β, E = IP ◦ IQ est un e´le´ment elliptique re´gulier. La seule
inde´termination est la paire de droites complexes stables par E et contenant m. Il
existe un cercle de telles droites.
2. Dans ce cas, E = IP ◦IQ est une re´flexion complexe par rapport au point m, d’angle
2α. Elle est entie`rement de´termine´e par son point fixe et son angle.
Exemple 1.79. Supposons que L1 = H
2
R
et m = (0, 0). L’ensemble des R-cercles corres-
pondant aux R-plans dont l’angle avec L1 a pour mesure
(π
4
,
π
2
)
est repre´sente´ sur la
figure 1.4. C’est un tore feuillete´ par des R-cercles deux a` deux entrelace´s (voir le lemme
1.82).
Exemple 1.80. L’angle entre iH2
R
et H2
R
a pour mesure (π/2, π/2).
Exemple 1.81. Soit P , un R-plan intersectant H2
R
. Le R-cercle ∂P est centre´ au point p
de coordonne´es Heisenberg [x, 0] avec x ∈ R si et seulement si IP (∞) = p. Dans ce cas IP
stabilise la droite complexe C contenant ∞ et p, et son angle avec H2
R
lu dans C a pour
mesure π/2.
Nous terminons ce chapitre par les deux lemmes suivants.
Lemme 1.82. Soient trois R-plans P , P1 et P2 deux a` deux disjoints, contenant un point
m, et tels que les angles entre P1 et P et l’angle entre P2 et P soient e´gaux, de mesure
(α, β) avec α 6= β.
Alors l’intersection de P1 et P2 est re´duite a` {m}.
La preuve est une conse´quence directe de la normalisation donne´e dans le lemme 1.75.
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Lemme 1.83. Soient P et Q deux R-plans se´cants, d’angle (α, β). IP stabilise Q si et
seulement si l’une des conditions suivante est re´alise´e :
1. α = β = 0. Dans ce cas, P et Q sont confondus.
2. α = 0 est β = π
2
. Dans ce cas, IP |Q est la re´flexion par rapport a` la ge´ode´sique
P ∩Q.
3. α = β = π
2
. Dans ce cas, IP |Q est le demi-tour de point fixe P ∩Q.
De´monstration. Utilisons le mode`le de la boule. Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut supposer
que Q = H2
R
, et P
⋂
Q ∋ (0, 0), et que P est parame´tre´ par
P =
{(
eiαx1, e
iβx2
)
, x21 + x
2
2 < 1
}
Dans ces conditions IP s’e´crit
(w1, w2) −→
(
w¯1e
2iα, w¯2e
2iβ
)
.
Le re´sultat suit.
1.4.3 Projections orthogonales sur les R-plans et les droites com-
plexes.
Le plan hyperbolique complexe est un exemple d’espace CAT(0) (voir par exemple
[BH99]). A ce titre, a` tout sous-ensemble convexe V de H2
C
est associe´ une projection
orthogonale ΠV . Les C-plans et les R-plans e´tant totalement ge´ode´siques, ils rentrent
dans ce cadre. La proposition suivante de´crit les fibres de ces projections. Voir par exemple
[Gol99] ou [PP06]
Proposition 1.84. 1. Soit C un droite complexe et m un point de C. La fibre de ΠC
au dessus de m est une droite complexe. De plus, si C est polaire a` c et si m se
rele`ve en m, Π−1C (m) et polaire a` m⊠ c.
2. Soit P un R-plan, et m un point de P . La fibre de ΠP au dessus de m est le R-plan
passant par m d’angle (π/2, π/2) avec P .
Nous renvoyons de nouveau a` [Gol99] ou [PP06] (pour le point 2) pour la preuve de
la proposition suivante.
Proposition 1.85. Soit m un point de H2
C
et Z un rele`vement de m tel que 〈Z,Z〉 = −1.
1. Soit C une droite complexe, polaire a` c tel que 〈c, c〉 = 1. ΠC (m) admet le rele`vement
a` C3 donne´ par
Z − 〈Z, c〉c.
2. Soit P un R-plan, et IP un rele`vement de la re´flexion par rapport a` P . La projection
de m sur P admet le rele`vement a` C3 donne´ par
Z − 〈Z, IP (Z)〉|〈Z, IP (Z)〉|IP (Z)
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1.5 L’invariant angulaire de Cartan
De´finition 1.86. Soient p1, p2 et p3 trois points de ∂H
2
C
. L’invariant de Cartan du triplet
(ordonne´) (p1, p2, p3) est de´fini par
A (p1, p2, p3) = −arg (〈p1, p2〉〈p2, p3〉〈p3, p1〉)
L’invariant de Cartan admet l’interpre´tation ge´ome´trique suivante : (The´ore`me 7.1.2
de [Gol99]) :
The´ore`me 1.87. Soient p1, p2 et p3 trois points de ∂H
2
C
. Appelons C (resp. σ) la droite
complexe (resp. ge´ode´sique) contenant p1 et p2, et Π la projection orthogonale sur C.
Alors :
| tan (A(x1, x2, x3))| = sinh (d(Π(x3), σ)).
Voir figure 1.5.
Remarque 1.88. Le signe de l’invariant de Cartan est de´termine´ par les deux composantes
connexes de C \ σ : A(x1, x2, x3) et A(x1, x2, x4) ont meˆme signe si et seulement si x3 et
x4 se projettent dans la meˆme composante.
Nous utiliserons le re´sultat suivant de manie`re importante dans le chapitre 6 (The´ore`me
7.1.1 de [Gol99] :
The´ore`me 1.89. Soient (p1, p2, p3) et (q1, q2, q3) deux triplets de points de ∂H
2
C
tels que
A (p1, p2, p3) = A (q1, q2, q3)
Dans ces conditions, il existe g ∈ PU(2,1) tel que g(pi) = qi (i = 1, 2, 3).
Remarque 1.90. Pour n > 2, trois points situe´s au bord de Hn
C
sont contenus dans un
unique plan hyperbolique complexe, copie de H2
C
plonge´e dans Hn
C
. L’invariant de Cartan
classifie donc les triplets de points dans le bord de Hn
C
.
Remarque 1.91. – A(p1, p2, p3) = 0 si et seulement si les trois points sont contenus
dans un R-plan. A(p1, p2, p3) = ±π/2 si et seulement si les trois point sont contenus
dans une droite complexe.
– Si n = 2, l’e´le´ment g fourni par le the´ore`me 1.89 est unique sauf si les trois points
sont contenus dans une droite complexe.
– Si n > 2, l’e´le´ment g est unique modulo le stabilisateur du plan complexe engendre´
par p1, p2 et p3.
L’invariant de Cartan satisfait de plus a` la relation de cocycle suivante (voir le chapitre
7 de [Gol99]). Si p1, p2, p3 et p4 sont quatre points de ∂H
n
C
, alors
A(x1, x2, x3)−A(x1, x2, x4) + A(x1, x3, x4)− A(x2, x3, x4) = 0. (1.12)
48 Chapitre 1. L’espace hyperbolique complexe
γ
C
x1 x2
x3
l
l = d(Π(x3), γ) = sinh
−1 (| tan (A(x1, x2, x3))|)
Fig. 1.5 – Interpre´tation ge´ome´trique de l’invariant de Cartan.
Chapitre 2
L’espace de Teichmu¨ller du tore
e´pointe´.
H1
C
a e´te´ de´fini dans le chapitre pre´ce´dent. Rappelons que son groupe d’isome´tries
est PSL(2,R), qui est conjugue´ dans PSL(2,C) a` PU(1,1). Dans PSL(2,R), les e´le´ments
loxodromiques sont appele´s hyperboliques. Nous noterons ̂PSL(2,R) le groupe complet
d’isome´tries de H1
C
, engendre´ par PSL(2,R) et les involutions antiholomorphes, qui sont
les syme´tries par rapport aux ge´ode´siques. Les groupes discrets d’isome´tries de la droite
hyperbolique complexe H1
C
sont souvent appele´s fuchsiens. Dans ce chapitre, nous allons
donner une description de T1,1, l’espace de Teichmu¨ller du tore e´pointe´. Rappelons que
Γ = π1(Σ1,1), le groupe fondamental du tore e´pointe´, admet la pre´sentation
〈a, b, c | [a, b] · c = 1〉.
Il s’agit donc de de´crire l’ensemble des repre´sentations ρ discre`tes, fide`les et pre´servant
le type du groupe fondamental de Σ1,1 dans PSL(2,R). Rappelons par soucis de clarte´
qu’une repre´sentation est dite discre`te si son image est un sous-groupe discret de PSL(2,R) -
et fide`le si elle est injective. Dans le cas d’un sous-groupe G de PSL(2,R) la discre´tude est
e´quivalente au fait que G agit proprement discontinuˆment sur H1
C
: pour tout compact
K de H1
C
, l’ensemble de e´le´ments g de G tels que g · K ∩ K 6= ∅ est de cardinal fini.
Cette e´quivalence est l’ide´e de base du the´ore`me de Poincare´. Pour un e´nonce´ pre´cis de ce
the´ore`me, et une discussion sur les proprie´te´s des domaines fondamentaux, voir [Bea83].
Dans ce chapitre nous allons seulement utiliser une version simple du the´ore`me de Poin-
care´, connue sous le nom de 〈〈 lemme des colliers de perles 〉〉, ou 〈〈 lemme du ping-pong 〉〉.
Nous reportons au chapitre 7 une discussion plus pre´cise de ces re´sultats. La condition de
pre´servation du type revient a` demander que les seuls e´le´ments de Γ dont les images par
ρ sont non hyperboliques ont des images paraboliques, et sont conjugue´s dans Γ a` c (ou a`
[a, b]). Cette condition traduit le fait que les classes de conjugaison dans G d’e´le´ments pa-
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raboliques primitifs1 d’un groupe fuchsien G sont en bijection avec les cusps de la surface
de Riemann H1
C
/G.
Le groupe fondamental du tore e´pointe´, Γ, est isomorphe au groupe libre a` deux
ge´ne´rateurs, que nous noterons F2 = 〈m, n〉. SL(2,R) e´tant une forme re´elle de SL(2,C),
notre premier paragraphe est consacre´ a` la description de la classification des repre´sentations
de F2 dans SL(2,C) a` conjugaison pre`s. Le re´sultat de classification est duˆ a` inde´pendamment
a` Fricke ([Fri96]) et Vogt ([Vog86]). Il est prouve´ de manie`re e´le´mentaire dans le preprint
en ligne [Gol] (Voir e´galement la discussion dans [Gol88]). Une conse´quence simple de ce
re´sultat est le fait que deux repre´sentations ρ1 et ρ2 de F2 dans SL(2,R) telles que
tr ρ1(m) = tr ρ2(m) , tr ρ1(n) = tr ρ2(n) et tr ρ1(mn) = tr ρ2(mn) (2.1)
sont conjugue´es.
L’objet du deuxie`me paragraphe est un re´sultat de de´composabilite´ des groupes a` deux
ge´ne´rateurs dans PSL(2,R). Si A et B sont deux isome´tries de H1
C
, on dit que la paire
(A,B) est de´composable s’il existe trois involutions I1, I2 et I3 telles que
A = I1 ◦ I2 et B = I3 ◦ I2.
Cette proprie´te´ est le point de de´part de la classification des groupes a` deux ge´ne´rateurs
dans PSL(2,R). En effet, 〈〈 presque 〉〉 toutes les repre´sentations de F2 dans SL(2,C) sont
de´composables (voir la proposition 2.6).
Nous exposons ensuite la description classique de l’espace de Teichmu¨ller du tore
e´pointe´ : en utilisant le crite`re de conjugaison donne´ par la relation 2.1, on peut voir
l’espace de Teichmu¨ller comme l’hypersurface de R3 de´finie par la relation
x2 + y2 + z2 = xyz
avec x, y et z re´els et supe´rieurs a` 2.
Nous utilisons ensuite la de´composition en produits d’involutions pour donner une
description diffe´rente de l’espace de Teichmu¨ller base´e sur l’e´tude des groupes engendre´s
par trois demi tours. Nous ge´ne´raliserons ce point de vue au cas du plan hyperbolique
complexe dans les chapitres 6 et 7.
2.1 Repre´sentations de F2 et trace dans SL(2,C)
Commenc¸ons par e´noncer un crite`re de conjugaison des repre´sentations de F2 dans
PSL(2,R).
Proposition 2.1. Soient ρ1 et ρ2 deux repre´sentations irre´ductibles de F2 dans PSL(2,R),
telles que
tr ρ1(m) = tr ρ2(m) , tr ρ1(n) = tr ρ2(n) et tr ρ1(mn) = tr ρ2(mn).
1c’est a` dire engendrant le stabilisateur d’un point au bord de H1
C
dans G.
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Alors, ρ1 et ρ2 sont conjugue´es dans PSL(2,R).
Ce re´sultat de´coule du the´ore`me de Fricke-Vogt (voir [Gol]), qui traite du cas de SL(2,C) :
The´ore`me 2.2. – Soit P un polynoˆme sur SL(2,C)×SL(2,C) invariant par conjugai-
son. Il existe Q ∈ C[x, y, z] tel que
P (A,B) = Q(trA, trB, trAB)
– L’application
SL(2,C)× SL(2,C) −→ C3
(A,B) 7−→ (trA, trB, trAB)
est surjective.
– Soient (A1, B1) et (A2, B2) deux e´le´ments de SL(2,C)×SL(2,C) tels que
trA1 = trA2 = x, trB1 = trB2 = y, trA1B1 = trA2B2 = z.
Si x2 + y2 + z2 − xyz − 2 6= 2, il existe g ∈ SL(2,C) tel que (A2, B2) = g · (A1, B1).
Notons que si x = trA, y = trB et z = trAB, alors
x2 + y2 + z2 − xyz − 2 = tr[A,B]. (2.2)
Cette relation est obtenue graˆce au The´ore`me de Cayley-Hamilton, qui s’e´crit dans SL(2,C) :
A2 − trA · A+ Id = 0, pour A ∈ SL(2,C).
Remarque 2.3. Le cas x2+y2+z2−xyz−2 = 2 correspond aux repre´sentations re´ductibles,
pour lesquelles [A,B] est l’identite´.
Remarque 2.4. Le the´ore`me 2.2 exprime le fait que le quotient cate´gorique de SL(2,C)×SL(2,C)
par SL(2,C) agissant par conjugaison diagonale est C3 (voir [Dol03]).
Remarque 2.5. La proposition 2.1 reste valable si l’on remplace SL(2,R) par SU(2). Si
ρ est une repre´sentation d’un groupe de type fini dans SL(2,C), dont caracte`re est re´el,
alors ρ est conjugue´e a` une repre´sentation dans l’une des deux formes re´elles de SL(2,C) :
SL(2,R) et SU(2). Dans [Gol88], Goldman donne un crite`re sur x, y et z pour distinguer
celle des deux formes re´elles qui est atteinte, dans le cas d’une repre´sentation du groupe
libre a` deux ge´ne´rateurs.
Nous suivrons au chapitre 3 la meˆme de´marche que dans cette section pour obtenir un
crite`re de conjugaison des repre´sentations de F2 dans SU(2,1) a` partir d’une crite`re dans
SL(3,C).
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bq
b
p γ2
γ3
γ1
σ
Ik est la re´flexion par rapport a` γk
A = I1 ◦ I2 est elliptique et fixe p
B = I2 ◦ I3 est parabolique et fixe q
AB = I1 ◦ I3 est loxodromique, d’axe σ
Fig. 2.1 – De´composition d’un groupe engendre´ par un elliptique et un parabolique.
2.2 De´composition en produits d’involutions.
Cette proposition est l’outil de base de la classification des sous-groupes a` deux ge´ne´rateurs
de PSL(2,R)(voir [Mat82, Gil95]).
Proposition 2.6. Soient A et B deux e´le´ments de PSL(2,R). Supposons que si A et B
sont tous deux hyperboliques, ils n’ont pas de point fixe en commun. Alors
1. Si A et B sont hyperboliques et que leurs axes s’intersectent, il existe trois demi-tours
I1, I2 et I3 tels que
A = I1 ◦ I2 et B = I2 ◦ I3.
2. Dans tous les autres cas, il existe trois re´flexions par rapport a` des ge´ode´siques (donc
antiholomorphes) ι1, ι2 et ι3 telles que
A = ι1 ◦ ι2 et B = ι2 ◦ ι3.
Nous traiterons le premier cas plus en de´tail dans le paragraphe 2.3.
La figure 2.1 repre´sente la de´composition d’un groupe engendre´ par un e´le´ment para-
bolique et un e´le´ment elliptique. L’impossibilite´ de de´composer les groupes engendre´s par
deux loxodromiques dont les axes se croisent en utilisant des re´flexions antiholomorphes
est lie´e au the´ore`me de Gauss-Bonnet : il est impossible de trouver une ge´ode´sique simul-
tane´ment orthogonale a` deux ge´ode´siques qui s’intersectent.
2.3 Tore e´pointe´ et groupes triangulaires dans PSL(2,R)
2.3.1 L’espace de Teichmu¨ller du tore e´pointe´
Nous commenc¸ons par rappeler une proposition classique, qui de´crit les sous-groupes
G de PSL(2,R) uniformisant un tore e´pointe´, c’est a` dire tels que le quotient de H1
C
par
l’action de G soit un tore e´pointe´. Posons la
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De´finition 2.7. Un groupe de tore e´pointe´ est une repre´sentation ρ : F2 −→ PSL(2,R)
telle A = ρ(a) et B = ρ(b) ve´rifient les conditions suivante.
1. A et B sont hyperboliques, et leurs axes s’intersectent en un point de H1
C
.
2. Le commutateur [A,B] de A et B est parabolique.
Proposition 2.8. Tout groupe de tore e´pointe´ G est discret et sans points fixes, et la sur-
face de Riemann associe´e, H1
C
/G, est un tore e´pointe´. Re´ciproquement, tout tore e´pointe´
est uniformise´ par un groupe de tore e´pointe´.
D’apre`s la proposition 2.8, l’espace de Teichmu¨ller du tore e´pointe´ est l’ensemble des
classes de conjugaison sous PSL(2,R) de groupes de tores e´pointe´s. Soient A, B et C les
images respectives de a, b et c par ρ. Supposons choisis des rele`vements A˜, B˜ et C˜ de A,
B et C a` SL(2,R) ve´rifiant
x = trA˜ > 2, y = trB˜ > 2 et z = trA˜B˜ > 2.
Alors le groupe engendre´ par A et B est un groupe de tore e´pointe´ si et seulement si x,
y et z satisfont a` la relation :
x2 + y2 + z2 = xyz x > 2, y > 2, z > 2. (2.3)
La relation ci-dessus est une parame´trisation de l’espace de Teichmu¨ller du tore e´pointe´.
Une de´monstration peut eˆtre trouve´e dans [Kee71].
Dans le cas d’un groupe de tore e´pointe´, les axes des deux ge´ne´rateurs hyperboliques
s’intersectent. D’apre`s la proposition 2.6, il existe un groupe G⋆ engendre´ par trois demi-
tours, et tel que G soit d’indice deux dans G⋆. De manie`re plus explicite :
Lemme 2.9. Soient A et B deux e´le´ments de PSL(2,R) satisfaisant a` la condition 1 de
la definition 2.7. Il existe un unique triplet de demi-tours (E1, E2, E3) tel que A = E1 ◦E2
et B = E3 ◦ E2.
Remarquons qu’avec les notations du lemme 2.9, on a [A,B] = (E1E2E3)
2
2.3.2 Groupes triangulaires dans PSL(2,R).
Soient i1 i2 et i3 les ge´ne´rateurs du groupe (Z/2Z)
∗3, qui admet donc la pre´sentation
〈i1, i2, i3 | i2k = 1〉.
De´finition 2.10. Un groupe triangulaire est une repre´sentation ρ : (Z/2Z)∗3 −→ ̂PSL(2,R)
Dans le reste de ce chapitre, nous ne nous inte´resserons qu’aux groupes triangulaires ayant
des ge´ne´rateurs holomorphes, c’est a` dire, ceux dont l’image est incluse dans PSL(2,R).
Ceci revient a` supposer que ρ(ik) est un demi-tour, pour k = 1, 2, 3. Un groupe triangulaire
engendre´ par trois demi-tours est de´termine´ par les points fixes de chacun des ρ(ik). Une
analyse syste´matique de ce type de groupes est effectue´e dans [Bea83] et [Gil95].
Posons la
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q3
q2
q1
axe(A)
axe(B)
axe(AB−1)
Fig. 2.2 – De´composition de A et B, deux isome´tries hyperboliques dont les axes se
coupent.
De´finition 2.11. Soit T l’ensemble de´fini par
T =
{
ρ groupe triangulaire
les ρ(ik) sont des demi-tours distincts
ρ(γ) est parabolique
}
/ ̂PSL(2,R)
ou` γ de´signe l’e´le´ment (i1i2i3)
2 de (Z/2Z)∗3.
Nous allons maintenant de´crire une famille de groupe triangulaires qui, par normali-
sation, nous fournira des coordonne´es sur T . Pour plus de commodite´, nous allons utiliser
le mode`le du demi-plan supe´rieur pour H1
C
. Soient p1, p2 et p3 les trois points de ∂H
1
C
ayant pour coordonne´es dans ce mode`le :
p1 = 1, p3 = −1 et p2 =∞.
Soit γkl la ge´ode´sique reliant pk a` pl (k 6= l) et ∆ le triangle ide´al p1p2p3, oriente´ comme
suit : γ12 vers p2, γ32 vers p3, et γ13 vers p1. Fixons les notations suivantes :
– Pour k, l,m distincts, soit sk la projection orthogonale de pk sur γlm (en coor-
donne´es : s2 = i, s1 = −1 + 2i et s3 = 1 + 2i).
– Pour r > 0 et r 6= 1, soit hrkl l’e´le´ment hyperbolique fixant pk et pl et ayant pour
multiplicateur r. Supposons de plus que r > 1 si et seulement si hrkl translate le long
de γkl dans la direction positive. Si r = 1, posons h
1
kl = Id.
– Posons qrk = h
r
lm(sk) pour k, l,m distincts et r > 0. Soit E
r
k le demi-tour fixant q
r
k.
Les trois points s1, s2 et s3 vont jouer le roˆle d’une configuration de re´fe´rence. Ces diffe´rents
objets sont repre´sente´s sur la figure 2.3 dans le mode`le du disque pour H1
C
.
De´finition 2.12. Pour tout triplet (r1, r2, r3) de nombres positifs, soit T (r1, r2, r3) le
groupe triangulaire de´fini par ρ(ik) = E
rk
k (k = 1, 2, 3).
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Par construction, les trois demi-tours Er11 , E
r2
2 et E
r3
3 sont distincts. Le lemme sui-
vant fournit donc une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’un groupe triangulaire
T (r1, r2, r3) repre´sente un point de T .
Lemme 2.13. Soit (r1, r2, r3) un triplet de nombres positifs. L’isome´trie (E
r1
1 E
r2
2 E
r3
3 )
2
est parabolique si et seulement si r1r2r3 = 1.
De´monstration. Pour tout point du demi-plan supe´rieur m = u+ iv, avec u ∈ R et v > 0,
le demi tour fixant m admet le rele`vement a` SL(2,R) donne´ par la matrice
du,v =
[−u/v (u2 + v2) /v
−1/v u/v
]
. (2.4)
Un calcul simple montre que dans la normalisation ci-dessus,
qr11 = −1 +
2i
r21
, qr33 = 1 + 2ir
2
3, et q
r2
2 =
r42 − 1
r42 + 1
+ i
2r22
r42 + 1
. (2.5)
Il s’en suit que (Er11 ◦ Er22 ◦ Er33 )2 admet le rele`vement a` SL(2,R)[
(r1r2r3)
−4 τ
0 (r1r2r3)
4
]
ou` l’on a pose´
τ = −
(
2 + (r1r2r3)
4 + (r1r2r3)
−4 + 2r42r
4
3 + 2r
4
3 +
2
r41
+
2
r41r
4
2
)
.
Le coefficient τ n’e´tant jamais nul, (Er11 ◦ Er22 ◦Er33 )2 est parabolique si et seulement si
les coefficients diagonaux de la matrice ci-dessus valent 1.
Remarque 2.14. Il aurait e´te´ plus le´ger de calculer Er11 ◦ Er22 ◦ Er33 au lieu de son carre´.
Cependant, pour ge´ne´raliser cette construction a` PU(2,1), nous allons remplacer au cha-
pitre 6 les demi-tours Ek par des involutions anti-holomorphes Ik. Dans ce cadre, I1I2I3
est anti-holomorphe, et l’e´tude de son carre´, qui est holomorphe est plus aise´e.
Proposition 2.15. Tout point de T est repre´sente´ par un unique triplet (r1, r2, r3) ve´rifiant
ri > 0 (i = 1, 2, 3) et r1r2r3 = 1.
De´monstration. Soient E1, E2 et E3 trois demi-tours distincts. (E1E2E3)
2 est parabolique
si et seulement si E1E2E3 l’est aussi. Dans ces conditions, soit m2 le point fixe de E1E2E3.
Au point m2 est associe´ le cycle de longueur 3, obtenu par :
m2
E3−→ m1 E2−→ m3 E1−→ m2.
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p3
p2
p1
s3s1
s2
+
+
+
qr11
qr33
qr22
Fig. 2.3 – ∆ et T (r1, r2, r3) pour r1 < 1, r2 < 1 et r3 > 1.
Ce cycle est non-de´ge´ne´re´. En effet si, par exemple, m1 et m2 e´taient confondus, E1,
E2 et E3 stabiliseraient la ge´ode´sique reliant m1 a` m3, le groupe engendre´ par E1E2 et
E3E2 serait abe´lien, et le commutateur (E1E2E3)
2 = [E1E2, E3E2] serait l’identite´. En
conjuguant les Ek par l’unique e´le´ment de PSL(2,R) ve´rifiant g(mk) = pk pour i = 1, 2, 3,
on obtient le re´sultat.
Le lemme 2.9 montre que tout groupe de tore e´pointe´ est d’indice deux dans un groupe
triangulaire conjugue´ a` un unique T (r1, r2, r3) avec r1r2r3 = 1. Re´ciproquement, si ρ est
un point de T repre´sente´ par T (r1, r2, r3), le sous-groupe engendre´ par Er11 ◦Er22 et Er33 ◦Er22
est un groupe de tore e´pointe´. En effet, le triangle p1p2p3 est un domaine fondamental
pour T (r1, r2, r3), qui permet de montrer la discre´tude et la fide´lite´ de la repre´sentation,
ainsi que le fait qu’elle pre´serve le type. Nous verrons une preuve plus de´taille´e dans le
chapitre 7 dans un cas analogue dans H2
C
.
Par suite, a` tout groupe de tore e´pointe´ G est associe´ un unique couple (r1, r3) de
nombres positifs tels queG est conjugue´ au sous-groupe d’indice deux de 〈Er11 , E(r1r3)
−1
2 , E
r3
3 〉
engendre´ par E1r1 ◦ E(r1r3)
−1
2 et E
r3
3 ◦ E(r1r3)
−1
2 . Par conse´quent, le couple (r1, r3) fournit
des coordonne´es sur l’espace de Teichmu¨ller du tore e´pointe´.
Les coordonne´es (x, y, z) de´crites au paragraphe 2.3.1 de´crivent la structure d’un tore
e´pointe´ via la longueur des ge´ode´siques repre´sentant les ge´ne´rateurs du groupe fondamen-
tal. Le lien entre trace du repre´sentant et longueur de la ge´ode´sique est donne´ par
cosh2 (l/2) = tr(g)2/4,
ou` l est la longueur de translation de g, rele`vement a` SL(2,R) de l’isome´trie repre´sentant
la ge´ode´sique. Le tore e´pointe´ syme´trique est celui pour lequel x = y = z = 3. Il est
d’indice deux dans le groupe triangulaire T (1, 1, 1).
Remarque 2.16. En utilisant le rele`vement des demi-tours donne´ par (2.4), ainsi que les
formes normalise´es des qrii donne´es par (2.5), on ve´rifie que, dans le cas d’un groupe de
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tore e´pointe´, les trois traces x, y et z sont donne´es par :
x =
1 + r42 + r
4
2r
4
1
r21r
2
2
y =
1 + r42 + r
4
1r
4
2
r21r
4
2
z =
(1 + r42 + r
4
1r
4
2) (1 + r
4
2)
r41r
6
2
On en de´duit les formules inverses :
r21 =
x2 + y2
xz
r22 =
x
y
r23 =
yz
x2 + y2
(2.6)
Remarque 2.17. 1. ∆ est un domaine fondamental pour le groupe T (r1, r2, r3) lorsque
r1r2r3 = 1. Un domaine fondamental pour le groupe de tore e´pointe´ associe´ est
obtenu en conside´rant ∆ ∪ Er22 (∆), muni des identifications A = Er11 ◦ Er22 et B =
Er33 ◦ Er22 (voir figure 2.5).
2. Lorsque r1r2r3 6= 1, bien que ∆ soit un polygone dont les faces sont identifie´es par
des e´le´ments de T (r1, r2, r3), et ayant la proprie´te´ que pour tout g ∈ T (r1, r2, r3)
diffe´rent de l’identite´, g(∆) ∩ ∆ = ∅, il n’est pas un domaine fondamental pour
T (r1, r2, r3). Dans ce cas, la transformation E1E2E3, associe´e au cycle p1p2p3 est
hyperbolique et les images de ∆ ne pavent pas H1
C
. Les images g (∆) s’accumulent
sur les axes de E1E2E3 et de ses conjugue´s (voir la figure 2.4). Dans ce cas, ∆ permet
de montrer que la repre´sentation est discre`te, fide`le, mais pas qu’elle pre´serve le type.
3. En utilisant ∆ comme domaine fondamental, nous avons de´crit une famille a` deux
parame`tres de groupes de tore e´pointe´.
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ρ(γ) parabolique
ρ(γ) hyperbolique
Fig. 2.4 – Translate´s de ∆ par les mots de longueur6 4
p3
p2
p1
qr22
E2(p2)
∆
E2(∆)
Fig. 2.5 – Tore e´pointe´ associe´ a` un groupe triangulaire.
Chapitre 3
Repre´sentations du groupe libre F2
dans SU(2,1)
3.1 Introduction
Ce chapitre est consacre´ a` une e´tude alge´brique des repre´sentations du groupe libre a`
deux ge´ne´rateurs F2 dans PU(2,1). Plus pre´cise´ment, nous nous inte´ressons au caracte`re
d’une telle repre´sentation. Dans tout le chapitre, nous noterons m et n les deux ge´ne´rateurs
de F2.
Notre de´marche est la suivante :
1. Comprendre le comportement des traces dans le cas d’une repre´sentation dans
SL(3,C). Nous donnons dans ce but une description effective de l’anneau des in-
variants de SL(3,C)×SL(3,C) sous l’action diagonale de SL(3,C) par conjugaison.
Pour cela, nous suivons la me´thode expose´e par J. Peyrie`re dans le chapitre 10 de
[Fog02] (voir aussi [Wen94]).
2. Passer de SL(3,C) a` SU(2,1), forme re´elle de SL(3,C) fixe´e par l’involution A 7−→(
J A¯TJ
)−1
.
Notre objectif principal dans ce chapitre est de montrer la proposition suivante. Elle
a e´te´ inde´pendamment de´montre´e par V. T. Khoi dans [Kho].
Proposition. Soient ρ1 et ρ2 deux repre´sentations de F2 dans SU(2,1), telles que ρ1 (F2)
et ρ2 (F2) sont Zariski-denses. Si
tr ρ1 (m) = tr ρ2 (m) tr ρ1 (n) = tr ρ2 (n)
tr ρ1 (mn) = tr ρ2 (mn) tr ρ1 (m
−1n) = tr ρ2 (m−1n)
tr ρ1 ([m, n]) = tr ρ2 ([m, n])
alors ρ1 et ρ2 sont conjugue´es dans SU(2,1).
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La de´monstration est faite dans le paragraphe 3.3. Elle est base´e sur le cas des
repre´sentations dans SL(3,C), e´tudie´es au cours du paragraphe 3.2.
Dans le cas d’une repre´sentation dans SL(n,C), si deux repre´sentations irre´ductibles
ρ1 et ρ2 ont meˆme caracte`re (i.e. si trρ1(w) = trρ2(w) quel que soit w ∈ F2), elles sont
conjugue´es (voir par exemple [Lan93] p. 648–651). Un crite`re effectif de conjugaison est
la donne´e d’une famille finie de mots Fn = {f1, . . . , fpn} ayant la proprie´te´ suivante :
pour tout w ∈ F2 il existe un polynoˆme Pw ∈ C[X1, . . .Xpn] tel que
trρ(w) = Pw (tr(f1), . . . , tr(fpn)) pour tout ρ ∈ Hom (F2, SL(n,C))
Le the´ore`me suivant, duˆ a` Procesi, garantit l’existence d’une telle famille, et donne une
borne supe´rieure pour son cardinal (voir [Pro76]). Le groupe GL(n,C) agit sur Mn (C)
par conjugaison : si g ∈ GL(n,C) et (M1, . . . ,Mk) ∈ Mn (C)
g · (M1, . . . ,Mk) =
(
gM1g
−1, . . . , gMkg−1
)
(3.1)
Soit alors Tk,n l’anneau des fonctions polynomiales sur (Mn (C))
k invariantes par l’action
3.1.
The´ore`me 3.1 (Procesi). Tk,n est engendre´ sur C par les fonctions tr
(
Mi1Mi2 · · ·Mij
)
,
avec j 6 2n − 1.
D’apre`s ce re´sultat, il suffit donc de prendre pour Fn l’ensemble des mots de longueur
infe´rieure ou e´gale a` 2n − 1, qui dans le cas ou` n = 3 est de cardinal 255. SL(3,C) e´tant
de dimension (complexe) 8, la dimension de C[SL(3C) × SL(3,C)]SL(3,C) est 8 aussi.
La diffe´rence est due a` l’existence de relations entre les produits de puissances de deux
matrices. Nous verrons au cours du paragraphe 3.2 que ces relations proviennent toutes
de la relation obtenue par le the´ore`me de Cayley-Hamilton.
Pour passer de SL(3,C) a` SU(2,1), nous utiliserons les deux lemmes suivants.
Lemme 3.2. Soient ρ1 et ρ2 deux repre´sentations d’un groupe G dans SU(2,1), telles que
ρ1(G) et ρ2(G) soient Zariski-denses. Si tr(ρ1(g)) = tr(ρ2(g)) pour tout g dans G alors ρ1
et ρ2 sont conjugue´s dans SU(2,1).
De´monstration. Sous ces hypothe`ses, ρ1 et ρ2 sont conjugue´es dans SL(3,C). Il existe donc
A ∈ SL(3,C) tel que pour tout g dans G,
ρ2(g) = Aρ1(g)A
−1
Sur C3, conside´rons la forme hermitienne associe´e a` N(x) = ||Ax||, ||y|| = 〈y, y〉. Pour
tout g dans G, ρ1(g) pre´serve N : N(ρ1(g)x) = ||Aρ1(g)x|| = ||ρ2(g)Ax|| = N(x) car
ρ2(g) appartient a` SU(2,1). Comme ρ1(G) est Zariski-dense, N est SU(2,1)-invariant. La
conclusion re´sulte du lemme suivant
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Lemme 3.3. Soit h une forme hermitienne SU(2,1)-invariante. h est proportionelle a`
〈·, ·〉.
De´monstration. Soit SU(h) le groupe spe´cial unitaire associe´ a` h. SU(h) contient SU(2, 1),
donc n’est pas compact. h a donc signature (2, 1).
Nous terminons ce chapitre en appliquant le crite`re de conjugaison 3.23 a` l’e´tude
des groupes triangulaires complexes, qui apparaissent lorsqu’une repre´sentation est C-
de´composable (voir la de´finition 5.9 page 97).
3.2 Repre´sentations de F2 dans SL(3,C)
Soient M et N deux e´le´ments de SL(3,C). Nous allons montrer que tr[M,N] et tr[M−1,N]
sont les deux racines d’un polynoˆme
T 2 − ST + P
ou` S et P sont deux polynoˆmes en les traces des e´le´ments de l’ensemble tM,N (voir de´finition
3.4).
Pour effectuer ce calcul nous suivrans la me´thode expose´e par J. Peyrie`re dans le
chapitre 10 de [Fog02]. La proposition 3.6 semble avoir e´te´ explicite´e inde´pendament dans
plusieurs travaux, parmis lesquels [ADS05] et [Wen94]. S. Lawton expose ce meˆme re´sultat
dans [Law06]. A. Sikora a obtenu le re´sultat de ge´ne´ration de l’anneau des invariants de
SL(3,C)×SL(3,C) par des me´thodes diffe´rentes, lie´es a` la the´orie de graphes, dans [Sik01].
3.2.1 Cayley-Hamilton dans M3(C), et conse´quences
Dans toute cette section, M et N de´signeront deux e´le´ments de SL(3,C).
De´finition 3.4. Soit tM,N l’ensemble ordonne´ de traces :(
trM, trN, trMN, trM−1N, trM−1, trN−1, tr(MN)−1, tr(M−1N)−1
)
Dans ce qui suit, nous de´signerons par x l’octuplet (x1, · · · , x8). Si P ∈ C[x], P (tM,N)
de´signera donc l’e´valuation du polynoˆme P au point x1 = trM, . . . , x8 = tr(M
−1N)−1.
Notre premier but est d’exprimer les deux quantite´s
s = tr [M,N] + tr [M−1,N] et p = tr [M,N]tr [M−1,N]
en fonction des e´le´ments de tM,N. L’outil essentiel est l’identite´ matricielle fournie par le
the´ore`me de Cayley-Hamilton : si A ∈ M3 (C), qui s’e´crit en terme de traces
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χ (A) = A3 − tr(A)A2 + 1
2
(
tr(A)2 − tr(A2))A− 1
6
(tr(A)3) +
1
2
tr(A)(trA2)− 1
3
tr(A3)
= 0. (3.2)
En triline´arisant l’identite´ (3.2), on obtient une relation liant trois matrices quelconques
A1, A2 et A3 de M3 (C). En posant alors A1 = M, A2 = N et A3 = M
−1, on obtient une
relation liant M et N, qui n’est autre que
χ
(
M+M−1 +N
)
− (χ (M+M−1)+ χ (M−1 +N)+ χ (M + N))
+χ (M) + χ (N) + χ
(
M−1
)
= 0. (3.3)
En utilisant la forme explicite de χ donne´e ci-dessus, on obtient :
N +MNM−1 +M−1NM = trM · (M−1N +NM−1)+ trM−1 · (MN + NM)
−trM trM−1 · N− trM trN ·M−1 − trM−1 trN ·M
+trMN ·M−1 + trM−1N ·M
− (trM trM−1 trN− trM trM−1N− trM−1 trMN + trN) · Id.
(3.4)
Seules les traces contenues dans tM,N apparaissent dans le membre de droite de 3.4.
Remarque 3.5. D’une manie`re analogue nous aurions pu obtenir :
MNM+M2N+NM2 = trM · (MN + NM) + trN ·M2
+trMN ·M+ 1
2
(
trM2 − (trM)2) · N− trMtrN ·M
+
(
trM2N− trM trMN− 1
2
tr(M2) trN +
1
2
tr(M)2 trN
)
· Id.
(3.5)
En multipliant (3.4) par N−1 a` droite et en prenant la trace dans la relation ainsi
obtenue, il vient
s = trM trM−1 + trN trN−1 + trMN tr(MN)−1 + trM−1N tr(M−1N)−1
−trM trN tr(MN)−1 − trM−1N trM−1 trN−1 − trN trM−1 tr(M−1N)−1 − trM trM−1N trN−1
+trM trM−1 trN trN−1 − 3. (3.6)
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Pour exprimer p, multiplions (3.4) a` droite par une matrice L quelconque, et effectuons
le changement
M→ MN,N→ M−1N−1 et L→ NM.
Apre`s avoir applique´ la trace, il vient
tr[M,N]tr[M−1,N] = 2trMNtr(MN)−1 + trM2M2trM−2N−2 − (trMN)2trM−2N−2
− (tr(MN)−1)2 trM2N2 + (trMN)2 (tr(MN)−1)2
−tr[M,N][N−1,M−1]︸ ︷︷ ︸
:(I)
− tr[N,M][M−1,N−1]︸ ︷︷ ︸
(II)
−trMNtr(MN)−1(tr[M,N] + tr[M−1,N])︸ ︷︷ ︸
= s, calcule´ en (3.6)
.
(3.7)
Pour terminer le calcul, nous devons exprimer les termes (I) et (II). (II) s’obtient a` partir
de (I) par le changement M↔ N. Il suffit donc de calculer la quantite´
(I) = tr
(
MNM−1N−1N−1M−1NM
)
= tr
(
M2NM−1N−2M−1N
)
.
Nous le faisons en deux e´tapes :
– Dans un premier temps, nous utilisons l’identite´ de Cayley-Hamilton dans SL(3,C),
qui se re´duit a`
A2 = trA · A− trA−1 · Id + A−1, (3.8)
pour remplacer M2 et N−2, et casser le mot M2NM−1N−2M−1N en une somme de
mot plus courts.
– Dans un second temps, nous utilisons les relations (3.4) et (3.5) pour casser les mots
obtenus apre`s l’e´tape 1 et obtenir une relation polynomiale en les tM,N.
Les calculs sont assez lourds, et sont facilite´s par l’utilisation d’un logiciel de calcul formel
(ici, MAPLE). Les re´sultats sont rassemble´s dans la proposition suivante. Les polynoˆmes
S et P apparaissent e´galement dans [Law06].
Proposition 3.6. Soient M et N deux matrices dans SL(3,C). Soient S et P les deux
polynoˆmes de Z[x1, · · · , x8] de´finis par
S = x1x5 + x2x6 + x3x7 + x4x8 − x1x2x7 − x5x6x3 − x5x2x8 − x1x6x4 + x1x2x5x6 − 3
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et
P = x25 x6 x
2
1 x2 + x5 x
2
6 x1 x
2
2
+x4 x
2
5 x
2
2 + x
2
5 x
2
6 x7 + x
2
6 x8 x
2
1 + x
2
1 x
2
2 x3
−x4 x5 x6 x21 − x4 x26 x1 x2 − x25 x6 x1 x3 − x25 x8 x1 x2
−x5 x26 x2 x3 − x5 x6 x8 x22 − x5 x7 x21 x2 − x6 x7 x1 x22
−x35 x6 x2 − x5 x36 x1 − x5 x1 x32 − x6 x31 x2
−x4 x5 x6 x7 x2 − x4 x5 x1 x2 x3 − x5 x6 x7 x8 x1 − x6 x8 x1 x2 x3
+x24 x6 x7 + x
2
4 x1 x3 + x4 x
2
5 x6 + x4 x5 x
2
3 + x4 x
2
6 x3
+x4 x
2
7 x2 + x4 x7 x
2
1 + x4 x1 x
2
2 + x
2
5 x7 x2 + x
2
5 x8 x3
+x5 x
2
6 x8 + x5 x7 x
2
8 + x5 x
2
2 x3 + x
2
6 x7 x1 + x6 x8 x
2
3
+x6 x
2
1 x3 + x
2
7 x8 x1 + x7 x8 x
2
2 + x
2
8 x2 x3 + x8 x
2
1 x2
−2 x24 x5 x2 − 2 x5 x6 x27 − 2 x6 x28 x1 − 2 x1 x2 x23
+x4 x5 x8 x1 + x4 x6 x8 x2 + x4 x7 x8 x3 + x5 x6 x1 x2 + x5 x7 x1 x3 + x6 x7 x2 x3
+x31 + x
3
2 + x
3
3 + x
3
4 + x
3
5 + x
3
6 + x
3
7 + x
3
8
−3 x4 x5 x7 − 3 x4 x2 x3 − 3 x6 x7 x8 − 3 x8 x1 x3
+3 x4 x6 x1 + 3 x5 x6 x3 + 3 x5 x8 x2 + 3 x7 x1 x2
−6 x4 x8 − 6 x5 x1 − 6 x6 x2 − 6 x7 x3 + 9.
tr[M,N] et tr[M−1,N] sont les deux racines du polynoˆme
Π = T 2 − S (tM,N) · T + P (tM,N) .
Remarque 3.7. Si M et N ont une direction fixe commune dans C3, et un supple´mentaire
stable commun, alors on peut supposer que
M =
[
1 0
0 M1
]
et N =
[
1 0
0 N1
]
avec M1,N1 ∈ SL(2,C).
Dans ce cas, S et P deviennent
S = 2
(
(trM1)
2 + (trN1)
2 + (trM1N1)
2 − trM1trN1trM1N1 − 1
)
et P =
S2
4
,
qui sont pre´vus par la relation dans SL(2,C) (relation 2.2). Dans ce cas, tr[M,N] =
1 + tr[M1,N1].
Remarque 3.8. Les transformations de Nielsen
n1 : (M,N) −→
(
M−1,N
)
n2 : (M,N) −→ (N,M)
3.2. Repre´sentations de F2 dans SL(3,C) 65
n3 : (M,N) −→ (MN,N)
engendrent le groupe d’automorphismes de F2 (voir [LS01]). Elles laissent invariant l’en-
semble {tr[M,N], tr[M−1,N]} Les transformations correspondantes en coordonne´es x laissent
donc invariants les deux polynoˆmes S et P . Elles sont donne´es par
n˜1 : (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) −→ (x5, x2, x3, x4, x1, x6, x7, x8)
n˜2 : (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) −→ (x2, x1, x3, x4, x6, x5, x7, x8)
n˜3 : (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) −→
(x3, x2, x2x3 − x6x1 + x8, x5, x7, x6, x6x7 − x2x5 + x4, x1)
n˜1, n˜2 et n˜3 sont des exemples de 〈〈 trace map 〉〉 (voir [Fog02], ainsi que [Wol83]). Elles
traduisent en termes de traces l’action du groupe modulaire PSL(2,Z) sur la varie´te´ des
repre´sentations de F2 dans SL(3,C).
Proposition 3.9. Soit w un e´le´ment de F2. Il existe un polynoˆme Qw ∈ C[x, T ] tel que
trρ(w) = Qw (tM,N, tr[M,N]) pour tout ρ ∈ Hom(F2, SU(2,1))
ou` M et N de´signent respectivement ρ(m) et ρ(n).
La de´monstration de cette proposition suit exactement la meˆme me´thode que celle
que nous avons utilise´e pour calculer s et p. Bien qu’une preuve simple se trouve dans
[Fog02], nous re´sumons l’argument. Ce re´sultat a e´te´ prouve´ par A. Sikora dans [Sik01]
par des moyens diffe´rents.
De´monstration. Le the´ore`me de Cayley-Hamilton implique que la k-ie`me puissance d’une
matrice A ∈ SL(3,C) s’e´crit
Ak = λkA + µkId + νkA
−1, (3.9)
ou` λk, µk et νk sont des polynoˆmes en trA et trA
−1. (Ces polynoˆmes ge´ne´ralisent les po-
lynoˆmes de Chebyshev obtenus dans le cas de SL(2,C), voir [Gol, San95]). Une utilisation
re´pe´te´e de la relation (3.9) pour M et N montre que W = ρ(w) peut se de´velopper sous la
forme
W = p1 ·W1 + · · · pn ·Wn
ou` les pi sont des polynoˆmes en tM,N et les Wi sont des mots en M et N de la forme
Mǫ1Nσ1 · · ·MǫkNσk avec ǫi = ±1 et σj = ±1.
On utilise alors les deux relations (3.4) et (3.5) pour casser ces mots. On en de´duit alors
que W s’e´crit sous la forme
W =
∑
V ∈M
pV (tM,N)V,
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ou` l’ensemble M est
M = {M,N,MN,M−1N,M−1,N−1,M−1N−1,MN−1, [M,N], [M−1,N]}
et les pV sont des polynoˆmes en les tM,N. Comme tr[M,N]+tr[M
−1,N] est un polynoˆme
en les tM,N (proposition 3.6), on obtient le re´sultat.
Le corollaire suivant est une conse´quence simple de la proposition 3.9, et du fait
qu’une repre´sentation semi-simple est de´termine´e a` conjugaison pre`s par son caracte`re
(voir [Lan93] p. 648–651).
Corollaire 3.10. Soient ρ1 et ρ2 deux repre´sentations semi-simples de F2 dans SL(3,C),
de´finies par deux paires (M1,N1) et (M2,N2). Si les deux ensembles ordonne´s
{tM1,N1 , tr[M1,N1]} et {tM2,N2 , tr[M2,N2]}
sont e´gaux, alors ρ1 et ρ2 sont conjugue´es.
Remarque 3.11. Il existe donc deux classes de conjugaisons [ρ1] et [ρ2] de repre´sentations de
F2 dans SL(3,C), qui ne diffe`rent 〈〈 que par la trace du commutateur des ge´ne´rateurs 〉〉 . Ces
deux classes de conjugaison sont associe´es chacune a` l’une des racines de Π (cf proposition
3.6) .
3.2.2 Un analogue du the´ore`me de Fricke-Vogt dans SL(3,C)
Commenc¸ons par la proposition suivante.
Proposition 3.12. Le polynoˆme Π ∈ C[x1, · · · , x8] est irre´ductible sur C.
De´monstration. Si Π e´tait re´ductible, alors le discriminant S2− 4P serait un carre´. Dans
le cas ou`
M = ρ(m) =

0 t 00 0 1/t
1 0 0

 et N = ρ(n) =

0 1 00 0 1
1 0 0

 ,
on obtient S2 − 4P = −(y + 1)(y − 3)3 avec y = 1 + t+ 1/t, qui n’est pas carre´.
M3 (C) est l’ensembles des matrices carre´es de taille 3 a` coefficients complexes. Le
groupe SL(3,C) peut eˆtre vu comme la sous-varie´te´ alge´brique de C9 ∼ M3 (C) associe´e a`
l’e´quation detM = 1, avec
M =

x1 x2 x3x4 x5 x6
x7 x8 x9

 ∈ M3 (C).
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Un polynoˆme sur SL(3,C) est donc un e´le´ment de l’anneau des fonctions des cette varie´te´,
qui est le quotient
C[x1, · · · , x9]/(detM = 1).
Les polynoˆmes sur SL(3,C)×SL(3,C) sont de´finis de manie`re analogue.
The´ore`me 3.13. Soit f un polynoˆme sur SL(3,C)×SL(3,C) invariant par conjugaison.
Il existe un polynoˆme Q tel que pour toute paire (M,N) ∈ SL(3,C)×SL(3,C)
f(M,N) = Q(tM,N, tr[M,N]).
De plus, si f est fixe´, Q ainsi de´termine´ est unique modulo l’ide´al engendre´ par Π.
De´monstration. La proposition 3.9 montre que l’ensemble de traces tM,N suffit a` engendrer
C[SL(3,C)× SL(3,C)]SL(3,C).
Par conse´quent,C[SL(3,C) × SL(3,C)]SL(3,C) est un quotient de l’alge`bre de type fini
R = C[x, T ]/ (Π) par un ide´al I. Comme Π est irre´ductible, R est inte`gre, et donc, si I
est diffe´rent de 0
dim
(
C[SL(3,C)× SL(3,C)]SL(3,C)
)
< dimR.
La varie´te´ alge´brique V associe´e a` Π est de dimension 8 et est irre´ductible. R(V ),
l’ensemble des points re´guliers de V est un ouvert de Zariski.
Soit Φ l’application
SL(3,C)× SL(3,C) −→ V
(A,B) 7−→ (tA,B, tr[A,B]) . (3.10)
Le rang de Φ en un point (A,B) est au plus 8. L’ensemble M des points ou` Φ est de rang
maximal est un ouvert de Zariski. Comme V est irre´ductible, M⋂R(V ) est non-vide. Il
suffit donc d’exhiber un point (A,B) ou` Φ est de rang 8 pour conclure que I est (0). Le
point donne´ par
A =

1 1 00 1 1
0 0 1

 et B =

1 0 01 1 0
0 1 1


convient. Pour le ve´rifier, on peut e´crire la matrice de l’application tangente a` Φ au point
(A,B) dans une base de l’espace tangent a` SL(3,C)×SL(3,C) en (A,B), obtenue par
transport d’une base de sl(3,C) × sl(3,C). On trouve alors un mineur d’ordre 8 non-
nul.
Remarque 3.14. Par une e´tude plus de´taille´e de l’application Φ on constate :
1. dΦA,B est de rang au plus 4 si la repre´sentation est totalement re´ductible, i.e. si A
et B sont simultane´ment diagonalisables.
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2. dΦA,B est de rang au plus 7 si A et B ont une direction propre commune.
Ce phe´nome`ne est duˆ a` l’apparition de relations supple´mentaires entre les traces lorsque
A et B ont un drapeau commun stable. Ces relations additionnelles sont de´taille´es dans
[Wen94].
Remarque 3.15. Le the´ore`me 3.13 montre que la varie´te´ V associe´e au polynoˆme Π est
le quotient cate´gorique de SL(3,C)×SL(3,C) par SL(3,C) agissant par conjugaison (voir
[Dol03]).
3.3 Repre´sentations de F2 dans SU(2,1)
Rappelons que M si est un e´le´ment de U(2,1), JM
T
J = M−1, et donc,
tr(M−1) = trM. (3.11)
Posons la
De´finition 3.16. Pour tout M ∈ SU(2,1), soit M⋆ = M−1 = JMTJ
Remarque 3.17. i Usuellement, la notationM∗ de´signe la 〈〈 transconjugue´e 〉〉 M
T
deM . La
notationM⋆, qui est assez proche, peut preˆter a` confusion, mais comme nous n’utiliserons
jamais M∗ =M
T
dans ce travail, nous nous autorisons cet abus.
Rappelons que m et n de´signent les ge´ne´rateurs de F2. Nous de´signerons par z =
(z1, z2, z3, z4, z5) les coordonne´es sur C
5.
De´finition 3.18. 1. Soit V l’ensemble des repre´sentations ρ de F2 dans SU(2,1) telles
que ρ(F2) est Zariski dense.
2. Si ρ ∈ V, posons
Tρ =
(
tr ρ(m), tr ρ(n), tr ρ(mn), tr ρ(m−1n)
)
et
T˜ρ = (Tρ, tr ρ([m, n]))
Rappelons qu’un sous-groupe de SU(2,1) est Zariski-dense si et seulement si il ne fixe
pas un point de H2
C
∪ ∂H2
C
, et ne stabilise aucune droite complexe. C’est en fait vrai dans
les espaces syme´triques de type non compact. I. Kim donne une preuve dans [Kim01].
Dans notre cas, ceci est e´quivalent a` dire que le sous-groupe agit sur CP 2 sans point fixe
global.
En utilisant le fait que trM−1 = trM dans SU(2,1), et la proposition 3.9, qui exprime
trρ(w) dans le cas ou` ρ est a` valeurs dans SL(3,C), on obtient le
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Lemme 3.19. Soit w un e´le´ment F2. Il existe un polynoˆme Qw ∈ R[z, z¯] tel que pour toute
repre´sentation ρ de F2 dans SU(2,1),
tr (ρ(w)) = Qw
(
T˜ρ, T˜ρ
)
Remarque 3.20. Comme dans le cas de SL(3,C) les variables ne sont pas inde´pendantes.
En effet, si A et B sont deux e´le´ments de SU(2,1) alors [A,B] est conjugue´ par A a`
[A−1, B]−1. La relation 3.11 implique alors que ces deux commutateurs sont conjugue´s :
tr[A,B] = tr[A−1, B]
Le produit et la somme des traces des ces deux commutateurs sont donc re´els :
tr[A,B] + tr[A−1, B] = 2Re (tr[A,B]) et tr[A,B]tr[A−1, B] = |tr[A,B]|2
On obtient donc a` partir des deux polynoˆmes S et P explicite´s dans la proposition 3.6
deux polynoˆmes S˜ et P˜ e´le´ments de R[x1, . . . , x8] tels que pour toute repre´sentation ρ,
tr ρ ([m, n)]) + tr ρ
(
[m−1, n]
)
= S˜ (ReTρ, ImTρ)
tr ρ ([m, m]) tr ρ
(
[m−1, n]
)
= P˜ (ReTρ, ImTρ)
On en de´duit les deux relations suivantes, valables pour toute repre´sentation ρ de F2 dans
SU(2,1) :
2Re tr ρ ([m, n]) = S˜ (ReTρ, ImTρ) (3.12)
4 (Im tr ρ([m, n]))2 =
(
4P˜ − S˜2
)
(ReTρ, ImTρ) (3.13)
Par suite, Tρ de´termine entie`rement la partie re´elle de tr ρ ([m, n]), et sa partie imaginaire
au signe pre`s.
De´finition 3.21. Soit V ′ la sous-varie´te´ alge´brique de R9 associe´e au polynoˆme Π =
x29 −
(
4P˜ − S˜2
)
. Soit R[V ′] l’anneau des polynoˆmes sur V ′.
En application de la remarque 3.20, on a une description un peu plus pre´cise du
polynoˆme Qw ci-dessus : pour tout w ∈ F2, la trace de ρ(w) s’e´crit
Q(1)
w
(ReTρ, ImTρ, Im trρ([m, n])) + iQ
(2)
w
(ReTρ, ImTρ, Im trρ([m, n]))
En d’autres termes, nous obtenons une application
F2 −→ R[V ′]×R[V ′]
w 7−→
(
Q
(1)
w , Q
(2)
w
)
Si w et w’ sont conjugue´s dans F2, alors Q
(i)
w = Q
(i)
w′
pour i = 1, 2. La re´ciproque est
fausse : H. Sandler a montre´ dans [San98] l’existence d’e´le´ments non-conjugue´s de F2
ayant la meˆme trace sous toutes les repre´sentations dans SU(2,1).
Notons que R[V ′] est un anneau inte`gre :
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Lemme 3.22. Le polynoˆme Π est irre´ductible dans R[x1 . . . x9].
De´monstration. Soient A et B les deux e´le´ments de SU(2,1) :
A =

1 −
√
2 −1
0 1
√
2
0 0 1

 et B =

 1 0 0−√2 1 0
−1 √2 1

 .
La trace de [A,B] est re´elle. Par suite, d’apre`s la relation 3.13, F = 4P˜ − S˜2 s’annule
au point t˜A,B. Cependant, on ve´rifie qu’en ce point dF est non-nulle. En conse´quence, F
n’est pas un carre´, et 4y25 − F est irre´ductible.
D’apre`s la proposition 3.9, il suffit de connaˆıtre les 9 traces tM,N et tr [M,N] pour
connaˆıtre une repre´sentation dans SU(2,1) modulo conjugaison dans SL(3,C). En utilisant
le fait que trM−1 = trM, on peut re´duire ces neuf traces aux 5 traces intervenant dans
T˜ρ. Finalement, le lemme 3.2, vu dans l’introduction du chapitre, permet d’obtenir la
proposition annonce´e dans l’introduction :
Proposition 3.23. Soient ρ1 et ρ2 deux repre´sentations F2 dans SU(2,1), telles que
ρ1 (F2) et ρ2 (F2) sont Zariski-denses. Si
tr ρ1 (m) = tr ρ2 (m) tr ρ1 (n) = tr ρ2 (n)
tr ρ1 (mn) = tr ρ2 (mn) tr ρ1 (m
−1n) = tr ρ2 (m−1n)
tr ρ1 ([m, n]) = tr ρ2 ([m, n])
alors ρ1 et ρ2 sont conjugue´es dans SU(2,1).
Remarque 3.24. L’application ρ 7−→ (ReTρ, ImTρ, Im trρ([m, n])), a` valeurs dans V ′, n’est
pas surjective. Fixons par exemple trois classes de conjugaisons d’e´le´ments elliptiques
C1, C2 et C3. Dans [Pau05], Julien Paupert donne des conditions sur les Ci garantissant
l’existence de A ∈ C1 et B ∈ C2 tels que AB ∈ C3. Par ailleurs, Falbel et Wentworth ont
montre´ dans [FW] que si les Ci sont des classes de conjugaison loxodromiques, il existe
toujours A ∈ C1 et B ∈ C2 tels que AB ∈ C3. Nous retrouverons ce re´sultat au chapitre
5 par une me´thode diffe´rente.
Remarque 3.25. Supposons la repre´sentation ρ de´composable : il existe trois involutions
I1, I2 et I3 telles que ρ(m) = I1 ◦ I2 et ρ(n) = I3 ◦ I2. Le groupe engendre´ par ρ(m) et
ρ(n) est d’indice deux dans le groupe triangulaire engendre´ par I1, I2 et I3. Les traces
implique´es dans la proposition 3.23 sont donc tr (I1 ◦ I2) , tr (I3 ◦ I2) , tr (I1 ◦ I2 ◦ I3 ◦ I2) ,
tr (I1 ◦ I3) et tr
(
(I1 ◦ I2 ◦ I3)2
)
. Cette famille de traces joue un roˆle de´terminant dans
l’e´tude des groupes triangulaires, et la plupart des re´sultats de discre´tude de groupes
triangulaires connus proviennent d’une analyse de cette famille de mots. Dans [Sch02]
(2002) R. Schwartz donne un panorama de ces groupes. Nous renvoyons e´galement au
paragraphe 3.5.
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3.4 Deux involutions sur Hom(F2,PU(2,1))/PU(2,1)
De´finition 3.26. Soit ρ une repre´sentation de F2 dans SU(2,1) donne´e par
ρ(m) = A et ρ(n) = B.
De´finissons alors les deux repre´sentations
– ρ⋆ donne´e par ρ⋆(m) = A⋆ et ρ⋆(n) = B⋆.
– ρ′ donne´e par ρ′(m) = A−1 et ρ′(n) = B−1.
(cf la remarque 3.17 page 68).
Les deux applications ρ → ρ⋆ et ρ → ρ′ sont des involutions sur V. Elles induisent des
involutions I⋆ et I ′ sur V/PU(2,1), donne´es par
I⋆([ρ]) = [ρ⋆] et I ′([ρ]) = [ρ′]
Proposition 3.27. Soit ρ un point de V. Posons T˜ρ = (z1, z2, z3, z4, z5).
Alors :
T˜ρ⋆ = (z1, z2, z3, z4, z¯5)
et
T˜ρ′ = (z¯1, z¯2, z¯3, z¯4, z5)
De´monstration. C’est une conse´quence directe de la de´finition de SU(2,1).
Tρ = Tρ⋆ et trρ
⋆ ([m, n]) = trρ ([m, n]). Ainsi, ρ et ρ⋆ correspondent aux deux traces possibles
pour le commutateur une fois fixe´es les traces de ρ(m), ρ(n), ρ(mn) et ρ(m−1n).
Remarque 3.28. Si ρ(F2) est Zariski dense, la proposition 3.23 montre que T˜ρ = T˜ρ⋆ si et
seulement si ρ et ρ⋆ sont conjugue´es, c’est a` dire si [ρ] est fixe´e par l’involution I⋆. Nous
verrons dans le chapitre 5 que si ρ(m) et ρ(n) sont loxodromiques, ceci est e´quivalent au
fait que la paire (ρ(m), ρ(n)) est R-de´composable, c’est a` dire qu’il existe trois re´flexions
lagrangiennes telles que
ρ(m) = I1 ◦ I2 et ρ(n) = I3 ◦ I2
(Voir la de´finition 5.9 et la proposition 5.13).
Remarque 3.29. En conservant toujours l’hypothe`se que ρ(F2) est Zariski dense, la pro-
position 3.23 montre que T˜ρ = T˜ρ′ si et seulement si ρ et ρ
′ sont conjugue´es, c’est a` dire si
[ρ] est fixe par I ′. Nous verrons que si ρ est C-de´composable, c’est a` dire s’il existe trois
re´flexions d’ordre deux telles que
ρ(m) = I1 ◦ I2 et ρ(n) = I3 ◦ I2
alors [ρ] est fixe par I ′. (Voir la de´finition 5.9 et la proposition 5.13).
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En ge´ne´ral, ρ et ρ⋆ sont deux repre´sentations non-conjugue´es de F2, qui correspondent
aux deux racines de l’e´quation 4x29 − F = 0. Dans le cas ou` m et n ont des images
loxodromiques, Parker et Platis ont remarque´ dans [PP] qu’il existait des repre´sentations
non-conjugue´es ρ1 et ρ2 telles que tr ρ1(m) = tr ρ2(m), tr ρ1(n) = tr ρ2(n), tr ρ1(mn) =
tr ρ2(mn) et tr ρ1(m
−1n) = tr ρ2(m−1n).
3.5 Trace et groupes triangulaires
Commenc¸ons par le de´finition suivante :
De´finition 3.30. Un groupe triangulaire complexe est un groupe engendre´ par trois
re´flexions complexes d’ordre deux.
Nous appellerons miroir d’une re´flexion complexe la droite complexe de H2
C
qu’elle
fixe. Suivant la terminologie de Pratoussevitch, nous dirons qu’un groupe triangulaire
complexe 〈I1, I2, I3〉 est ultra-paralle`le si les miroirs de I1, I2 et I3 sont deux a` deux
disjoints. Si les trois miroirs sont deux a` deux asymptotiques, le groupe triangulaire est
dit ide´al. Nous qualifierons d’elliptique un groupe triangulaire dont les miroirs sont deux
a` deux se´cants (c’est a` dire tel que les trois isome´tries I1I2, I2I3 et I1I3 sont elliptiques).
Dans [Pra05], Pratoussevitch a donne´ des crite`res pour de´terminer quand deux groupes
triangulaires ultraparalle`les ou elliptique sont conjugue´s. Ces crite`res ge´ne´ralisent la clas-
sification des groupes triangulaires ide´aux par l’invariant de Cartan (voir [GP92] ou
[San95]). Nous allons voir dans ce paragraphe que ces crite`res de´coulent de la proposition
3.23 et sont en fait valables sans hypothe`ses sur la position relative des trois miroirs.
Soit G l’ensemble des triplets de re´flexions complexes. Via la dualite´ entre les droites
complexes de H2
C
et leurs vecteurs polaires, la donne´e d’un e´le´ment de G est e´quivalente
a` celle d’un triplet de vecteurs (n1, n2, n3) tels que
〈nk, nk〉 = 1. (3.14)
Notons que la re´flexion Ik est donne´e alors par
Ik(Z) = −Z + 2〈Z, nk〉nk.
Nous allons utiliser les notations suivantes :
– zk = 〈nk+1, nk+2〉, les indices e´tant pris modulo 3.
– rk = |zk|
– α = arg
(∏3
k=1〈nk+1, nk+2
)
α est appele´ l’invariant angulaire du triplet (I1, I2, I3). Si l’on pose θk = arg(zk), α =
θ1+ θ2+ θ3 [2π]. Les quatre quantite´s r1, r2, r3 et α sont inde´pendantes des rele`vements
ve´rifiant (3.14) choisis.
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De´finissons alors sur l’ensemble des triplets de re´flexions complexes d’ordre deux l’ap-
plication
ϕ : G −→ R3 × S1
(I1, I2, I3) −→ (r1, r2, r3, α)
Tous les points de R3 × S1 ne sont pas atteints par ϕ. Plus pre´cise´ment, le lemme
suivant est duˆ a` Anna Pratoussevitch dans [Pra05]
Lemme 3.31. L’image de ϕ est l’ensemble{
(r1, r2, r3, α) , 2r1r2r3 cosα < r
2
1 + r
2
2 + r
2
3 − 1
}
.
De´monstration. L’existence d’un triplet de re´flexions complexes satisfaisant ϕ(I1, I2, I3) =
(r1, r2, r3, α) est e´quivalente a` celle d’un triplet de vecteurs (n1, n2, n3) satisfaisant (3.14).
Ces valeurs sont re´alise´es par un triplet de vecteurs si et seulement si la matrice de Gram
associe´e a` ces trois vecteurs, Q = (〈ni, nj〉)(i,j) est de signature (2, 1). Q est de trace 3.
Elle a donc une seule valeur propre ne´gative si et seulement si son de´terminant est ne´gatif.
On ve´rifie alors que
detQ = 2r1r2r3 cosα−
(
r21 + r
2
2 + r
2
3
)
+ 1.
Il existe donc un groupe triangulaire pour les parame`tres (r1, r2, r3, α) si et seulement
ces parame`tres satisfont la relation
2r1r2r3 cosα < r
2
1 + r
2
2 + r
2
3 − 1. (3.15)
Vu le lemme 1.42 les parame`tres rk s’interpre`tent de la manie`re suivante :
– rk > 1 si et seulement si les droites complexes Ck+1 et Ck+2 sont disjointes i.e. si et
seulement si Ik+1Ik+2 est loxodromique.
– rk = 1 si et seulement si Ck+1 et Ck+2 sont asymptotiques ou confondues, i.e. si et
seulement si Ik+1Ik+2 est parabolique ou l’identite´.
– rk < 1 si et seulement si Ck+1 et Ck+2 se coupent en un point de H
2
C
, i.e. si et
seulement si Ik+1Ik+2 est elliptique re´gulier.
Un groupe triangulaire est donc ide´al (resp. ultra-paralle`le, resp. elliptique) si et seule-
ment si rk = 1 (resp. rk > 1, resp. rk < 1) pour k = 1, 2, 3. Dans le cas des groupes triangu-
laires ide´aux, ou` les trois miroirs sont deux a` deux asymptotiques (i.e. r1 = r2 = r3 = 1),
α est relie´ a` l’invariant de Cartan A du triplet de points de ∂H2
C
forme´ par les points
d’intersections {qk+2} = Ck ∩ Ck+1 par
A =
α− π
2
[2π].
A classifie les groupe triangulaires ide´aux a` conjugaison pre`s dans PU(2,1), il en est
de meˆme pour α (voir [GP92, San95]).
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Proposition 3.32. Soient (I1, I2, I3) et (I
′
1, I
′
2, I
′
3) deux triplets de re´flexions complexes,
et G et G′ les groupes triangulaires associe´s. Supposons que G et G′ soient Zariski denses.
Alors les conditions suivantes sont e´quivalentes
1. ϕ (I1, I2, I3) = ϕ (I
′
1, I
′
2, I
′
3)
2. Il existe une isome´trie holomorphe g ∈ PU(2,1) telle que I ′k = gIkg−1, k = 1, 2, 3.
De´monstration. – 2.⇒ 1. est clair car les quantite´s r1, r2, r3 et α sont des invariants
de conjugaisons.
– Pour l’autre implication nous utilisons le calcul des traces dans les groupes triangu-
laires complexes effectue´ dans [San95] et [Pra05]. Il est base´ sur les deux remarques
suivantes :
– Soit c vecteur de C2,1 polaire a` une droite complexe C de H2
C
, ve´rifiant 〈c, c〉 = 1.
La re´flexion complexe par rapport a` C s’e´crit −Id + 2cc∗, ou` c∗ de´signe la forme
line´aire duale de c.
– Si c1, c2, . . . , cn ∈ C2,1,
tr ((c1c
∗
1)(c2c
∗
2) · · · (cnc∗n)) = 〈c2, c1〉〈c3, c2〉 · · · 〈c1, cn〉.
Notons A = I1I2 et B = I3I2. Alors :
trA = 4r23 − 1, trB = 4r21 − 1 et trA−1B = trI1I3 = 4r22 − 1
trAB = trI1I2I3I2 = 16r1r3 (r1r3 − r1 cosα) + 4r22 − 1
trI1I2I3 = 8r1r2r3e
iα − 4 (r21 + r22 + r23)+ 3.
D’apre`s le the´ore`me de Cayley-Hamilton, si M ∈ SU(2,1)
M2 = tr(M) ·M− trM−1 · Id +M−1.
Par suite,
tr[A,B] = tr (I1I2I3)
2 = (trI1I2I3)
2 − 2trI1I2I3.
Les quantite´s r1, r2, r3 et α de´terminent donc les traces de A, B, AB, A
−1B et
[A,B]. La proposition 3.23 permet alors de conclure.
Remarque 3.33. Dans [San95], Sandler a de´montre´ une formule combinatoire permettant
un calcul re´cursif des traces dans un groupe triangulaire ide´al. Dans [Pra05], Pratousse-
vitch a ge´ne´ralise´ cette formule au cas des groupes engendre´s par trois re´flexions complexes
quelconques.
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Remarque 3.34. Reformulons les invariants r1, r2, r3 et α en termes de traces, en posant
A = I1I2 et B = I3I2 :
r21 =
1 + trB
4
, r22 =
1 + trA−1B
4
et r23 =
1 + trA
4
.
Il s’en suit que
trAB = (1 + trA) (1 + trB)− 16r1r2r3 cosα+ trA−1B.
Et finalement,
cosα =
1
2
(1 + trA)(1 + trB) + trA−1B − trAB√
(1 + trA) (1 + trB) (1 + trA−1B)
.
En remplac¸ant dans 3.15 r21, r
2
2, r
2
3 et r1r2r3 cosα, par les valeurs obtenues ci-dessus,
on peut re´crire la condition d’existence d’un groupe triangulaire uniquement en termes
de traces :
trAtrB − (trA+ trB + trAB + trA−1B)+ 3 < 0. (3.16)
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Chapitre 4
Birapport complexe et te´trae`dres
ide´aux
Les birapports sont des invariants ge´ome´triques classiques utilise´s depuis longtemps
en ge´ome´trie projective. Ainsi, les transformations de Mo¨bius sont caracte´rise´es par le fait
qu’elles pre´servent le birapport.
L’utilisation du birapport est donc naturelle dans le cadre du mode`le projectif de la
ge´ome´trie hyperbolique. Le birapport permet par exemple d’exprimer la distance hyper-
bolique et classifie a` isome´trie pre`s les te´trae`dres ide´aux de H3
R
. A ce titre, il joue un roˆle
important dans l’e´tude des triangulations des varie´te´s hyperboliques de dimension 3 (voir
[Thu]).
Durant les vingt dernie`res anne´es, la notion de birapport a e´te´ ge´ne´ralise´e a` des classes
d’espaces plus larges.
Otal a ainsi e´largi la notion de birapport aux varie´te´s riemanniennes simplement
connexes de courbure ne´gative dans [Ota92]. Il a de´fini la notion de birapport symplec-
tique de quatre points dans M , ou` M est une varie´te´ riemannienne de courbure ne´gative.
Le caracte`re symplectique de ce birapport vient de ce qu’il est obtenu d’abord dans le
cas de quatre points au bord d’un disque muni d’une me´trique a` courbure ne´gative via la
structure symplectique sur l’espace des ge´ode´siques d’un tel disque.
Dans [Bou96], Bourdon a e´tudie´ le birapport au bord des espaces CAT(-1), qui consti-
tuent une ge´ne´ralisation des varie´te´s a` courbure ne´gative (voir par exemple [BH99]). De
meˆme que dans le cas particulier de l’espace hyperbolique, le birapport au bord d’un
espace CAT(-1) de´termine la me´trique de l’espace (voir le the´ore`me 0.1 de [Bou96]).
Ce chapitre est consacre´ a` l’e´tude du birapport complexe, de´fini sur le groupe de
Heisenberg par Kora´nyi et Reimann dans [KR87], et qui est une version hermitienne
du birapport projectif. Le birapport e´tudie´ par Bourdon et Otal co¨ıncide dans le cas
de l’espace hyperbolique avec le logarithme du module du birapport projectif (voir par
exemple [Ota92], ou [Kim01] qui traite le cas des espaces syme´triques de rang 1, et fait le
lien avec la version hermitienne). Nous allons voir dans ce chapitre et dans le suivant que
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le caracte`re complexe du birapport joue un roˆle important.
Comme dans le cas de H3
R
, nous utiliserons le birapport pour classifier les te´trae`dres
ide´aux. Nous allons voir que contrairement au cas de H3
R
, un seul ne suffit pas. La clas-
sification des te´trae`dres ide´aux de H2
C
sous l’action de P̂U(2,1) a e´te´ obtenue par Falbel
dans [Falb].
Rappelons que les triangles ide´aux sont classifie´s a` isome´trie holomorphe pre`s par
l’invariant de Cartan, que nous avons de´crit au chapitre 1.
4.1 Le birapport complexe
Par abus de notation, nous appellerons te´trae`dre ide´al tout quadruplet ordonne´ de
points de ∂Hn
C
. Usuellement, ce terme de´signe un simplexe, qui donc, posse`de des arreˆtes
et des faces. Nous n’aurons pas besoin de conside´rer faces et areˆtes, c’est pourquoi nous
nous autorisons cette approximation.
De´finition 4.1. Soit (x1, x2, x3, x4) un te´trae`dre ide´al de ∂H
n
C
. Soient X1, X2, X3, X4 des
rele`vements des xi a` C
n,1. La quantite´
X (x1, x2, x3, x4) =
〈X3, X1〉〈X4, X2〉
〈X4, X1〉〈X3, X2〉 ∈ C
⋆ (4.1)
est inde´pendante du choix des rele`vements, et s’appelle le birapport complexe du te´trae`dre
ide´al (x1, x2, x3, x4).
X est invariant sous l’action de PU(n, 1), et est change´ en X¯ sous l’action des isome´tries
antiholomorphes. On ve´rifie simplement que le birapport complexe satisfait aux relations
X(p1, p2, p3, p4) = X(p2, p1, p3, p4)
−1 = X(p1, p2, p4, p3)−1 = X(p3, p4, p1, p2). (4.2)
Remarque 4.2. Par un calcul direct, on ve´rifie la relation suivante.
X(x1, x2, x3, x4) =
〈X1, X2〉〈X2, X3〉〈X3, X1〉
〈X1, X2〉〈X2, X4〉〈X4, X1〉 ·
|〈X2, X4〉|2
|〈X2, X3〉|2 .
Le birapport complexe est donc relie´ a` l’invariant de Cartan par
arg (X(x1, x2, x3, x4)) = arg (〈X1, X2〉〈X2, X3〉〈X3, X1〉)− arg (〈X1, X2〉〈X2, X4〉〈X4, X1〉)
≡ A(x1, x2, x4)− A(x1, x2, x3).
On pourrait exprimer d’une manie`re analogue arg (X(x1, x2, x3, x4)) graˆce a` A(x1, x3, x4)
et A(x2, x3, x4). Les termes extre´maux de la relation (4.2) montrent que le produit
X(p1, p2, p3, p4)X(p3, p4, p1, p2)
est re´el et positif. Par conse´quent, l’argument de ce produit est nul. En utilisant, la relation
(4.2), on retrouve ainsi la relation de cocyle de l’invariant de Cartan (relation (1.12)).
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Le lemme suivant donne une interpre´tation ge´ome´trique de X (voir [Gol99], chapitre
7).
Proposition 4.3. Soit C la droite complexe contenant x1 et x2, et Π la projection or-
thogonale sur C. Soit z12 : C −→ C une coordonne´e complexe telle que z12(C) ⊂ C est le
demi-plan Re z > 0, et satisfaisant z12(x1) =∞ et z12(x2) = 0. Alors
X(x1, x2, x3, x4) =
z12 (Π(x4))
z12 (Π(x3))
Voir la figure 4.1.
De´monstration. Soit c un vecteur polaire a` C de norme unite´. Soient X1 et X2 des
rele`vements de x1 et x2. Utilisons la base (X1, X2, c) pour de´crire les rele`vement de x3 et
x4 a` C
2,1. Il existe des scalaires λi et µi tels que
X3 = λ1X1 + λ2X2 + λ3c et X4 = µ1X1 + µ2X2 + µ3c.
La projection orthogonale sur C est l’homographie associe´e a`
Z −→ Z − 〈Z, c〉c
L’image de z12 e´tant le demi-plan droit, il existe θ ∈ R tel que l’application z12 s’e´crive
z12 : αX1 + βX2 + γc −→ eiθα
β
.
En utilisant le fait que 〈Xi, Xi〉 = 〈Xi, c〉 = 0 pour i = 1, 2, on obtient
Π(x3) = λ1X1 + λ2X2 =
〈X3, X2〉
〈X1, X2〉X1 +
〈X3, X1〉
〈X2, X1〉X2
et
Π(x4) = µ1X1 + µ2X2 =
〈X4, X2〉
〈X1, X2〉X1 +
〈X4, X1〉
〈X2, X1〉X2.
Le re´sultat en de´coule.
On en de´duit directement le
Corollaire 4.4. Soient x1, x2, x3 et x4 quatre points de ∂H
2
C
tels que X(x1, x2, x3, x4)
soit re´el et ne´gatif. Alors les quatre points sont situe´s dans une droite complexe, et x1 et
x2 se´parent x3 et x4.
Remarque 4.5. La proposition 4.3 a pour conse´quence que pour x1 et x2 fixe´s, l’application
∂H2
C
× ∂H2
C
−→ C
(x3, x4) 7−→ X (x1, x2, x3, x4)
est surjective.
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4.2 Classification des te´trae`dres ide´aux
De´finition 4.6. (Voir [Fala]). Soient p1, p2, p3 et p4 quatre points distincts de ∂H
2
C
.
De´finissons
[[p1, p2, p3, p4]] =

X(p1, p2, p3, p4)X(p1, p4, p2, p3)
X(p1, p3, p4, p2)

 .
Exprimons maintenant [[p1, p2, p3, p4]] dans une situation normalise´e.
Exemple 4.7. Quatre points distincts de ∂H2
C
sont images par un e´le´ment de PU(2,1) de
quatre points p1, p2,p3 p4 admettant, dans le mode`le de Siegel, les rele`vements suivants :
p1 =

10
0

 ,p2 =

z1z2
1

 ,p3,=

00
1

 ,p4 =

 1w2
w3

 ,
ou` z1, z2, w2, w3 satisfont aux relations traduisant la nullite´ de 〈pk,pk〉 :
z1 + z¯1 + |z2|2 = 0 et w3 + w¯3 + |w2|2 = 0.
Dans ce cas
ωa = X(p1, p2, p3, p4) =
1 + w2z¯2 + w3z¯1
w3z¯1
(4.3)
ωb = X(p1, p4, p2, p3) =
1
1 + z2w¯2 + z1w¯3
(4.4)
ωc = X(p1, p3, p4, p2) = w3z1 (4.5)
En faisant le produit de ces trois nombres, on ve´rifie que
|ωaωbωc| = 1. (4.6)
Si z2 est non-nul, c’est a` dire si p2 n’appartient pas a` la droite complexe engendre´e par p1
et p3, on peut pre´ciser la normalisation, et e´crire
z1 = −1 + it, z2 =
√
2, w2 =
√
2w et w3 = |w|2(−1 + is)
avec s, t ∈ R et w ∈ C. Tout te´trae`dre ide´al est alors e´quivalent a` un unique te´trae`dre tel
que celui-ci sous l’action de SU(2,1).
L’exemple 4.8 ci-dessous traite du cas ou trois des quatre points sont situe´s sur une
meˆme droite complexe.
Les trois birapports deviennent
ωa =
1 + 2w + |w|2(−1 + is)(1 + it)
|w|2(−1 + is)(1 + it)
ωb =
1
|w|2(−1 + it)(1 + is) + 2w¯ + 1
ωc = −|w|2(−1 + is)(−1 + it)
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Dans beaucoup de situations, nous pre´fe´rerons cependant avoir une normalisation moins
pre´cise, et des relations plus le´ge`res.
Exemple 4.8. Si trois des quatre points sont dans une meˆme droite complexe – par exemple
p1, p2 et p3 – on peut supposer que
p1 =∞, p2 = [0, 0], p3 = [0, 1] et p4 = [x, t], avec t ∈ R et x > 0
Un calcul analogue montre que
ωa = t+ ix
2, ωb = 1− 1
ω¯a
et ωc =
1
1− ωa . (4.7)
On constate alors que si x = 0, c’est a` dire si les quatre points sont sur une meˆme droite
complexe les trois birapports sont re´els, et valent
ωa = t, ωb = 1
1
t
, ωc =
1
1− t .
L’un des trois birapports au moins est donc ne´gatif
A l’oppose´, si les quatre points sont au bord d’un R-plan, on peut supposer que
p1 =∞, p2 = [0, 0], p3 = [1, 0] et p4 = [x, t] avec x ∈ R
Par suite,
ωa = x
2, ωb = 1
(1− x)2
x2
, ωc =
1
(1− x)2 .
Dans ce cas, les trois birapports sont re´els et positifs.
Remarque 4.9. En utilisant la normalisation pre´cise´e (coordonne´es w, s, t), on ve´rifie que
ωaω¯bωc =
1− it
1 + it
et ωaω¯bω¯c =
1 + is
1− is . (4.8)
On peut alors exprimer s et t en termes de ωa, ωb et ωc. Il est ensuite possible d’exprimer
se´pare´ment w et |w|2 mais il apparaˆıt une relation de compatibilite´ :
2Re (ωc) =
1
|ωb|2
(∣∣∣∣1− 1ωa
∣∣∣∣2 − 1
)
+
∣∣∣∣1− 1ωb
∣∣∣∣2 . (4.9)
Cette relation est e´quivalente a` la nullite´ du de´terminant de la matrice de Gram (〈pi,pj〉)
(1 6 i, j 6 4) (Voir [Gol99]). Elle a e´te´ rede´couverte via la compatibilite´ ci-dessus par Fal-
bel (voir [Fala]). En utilisant la relation (4.6), on pourrait obtenir des relations similaires
exprimant ωa ou ωb en termes des deux autres birapports. Par exemple :
2Re (ωa) =
1
|ωc|2
(∣∣∣∣1− 1ωb
∣∣∣∣2 − 1
)
+
∣∣∣∣1− 1ωc
∣∣∣∣2 . (4.10)
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Les deux propositions 4.10 et 4.12 sont dues a` Falbel (voir [Fala]).
Proposition 4.10. Soient ωa, ωb et ωc des nombres complexes. Il existe (p1, p2, p3, p4) ∈
(∂H2
C
)
4
tel que
[[p1, p2, p3, p4]] =

ωaωb
ωc


si et seulement si ωa, ωb et ωc ve´rifient les relations (4.6) et (4.10) ci-dessus.
Remarque 4.11. Si ωb et ωc sont deux nombres complexes fixe´s, il existe ωa tel que ωa, ωb
et ωc ve´rifient (4.6) et (4.10) si et seulement si les valeurs de Reωa et |ωa|2 donne´es par
ces deux relations sont compatibles, c’est a` dire si
〈〈 Re (ωa)
2 6 |ωa|2 〉〉.
Cette condition se traduit apre`s un calcul par la double ine´galite´ suivante :(
|ωc| − 1|ωb|
)2
6 2Re
(
1
ωb
+ ωc
)
− 1 6
(
|ωc|+ 1|ωb|
)2
. (4.11)
La preuve donne´e par Falbel de la proposition suivante utilise la normalisation 〈〈 w, s,
t 〉〉ci-dessus. Nous donnons ici une preuve inde´pendante de la normalisation.
Proposition 4.12 (Falbel). Soient (p1, p2, p3, p4) et (q1, q2, q3, q4) deux te´trae`dres ide´aux.
Les deux conditions suivantes sont e´quivalentes :
1. Il existe une isome´trie f ∈ PU(2, 1) telle que f(pi) = qi (i = 1, 2, 3, 4)
2. [[p1, p2, p3, p4]] = [[q1, q2, q3, q4]].
De´monstration. 1 . implique 2 . car le birapport complexe est pre´serve´ par PU(2,1).
Prouvons donc que 2 . implique 1 ..
Soit τ = (p1, p2, p3, p4) un te´trae`dre ide´al. Par un calcul direct utilisant la relation 4.2, on
ve´rifie que
X(p4, p1, p2, p3)X(p4, p3, p1, p2)X(p4, p2, p3, p1) = (ω¯aωbω¯c)
−1
= exp(−2iA (p1, p2, p3))
Par conse´quent, si la condition 2. est satisfaite, il existe une unique isome´trie h telle que
h(p1i ) = p
2
i pour i = 1, 2, 3, (ou` les p
1
i et les p
2
i sont respectivement les points de τ1 et
τ2. Par suite, pour prouver le re´sultat ci-dessus, nous devons montrer que h(p
1
4) = p
2
4. Il
est donc suffisant de ne conside´rer qu’un seul te´trae`dre ide´al, et de montrer que les trois
birapports de´terminent p4 une fois p1, p2 et p3 connus.
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Revenons-donc a` τ , et choisissons des rele`vements de p1, p2 et p3 : p1, p2 et p3. Nous les
utiliserons jusqu’a` la fin de la de´monstration. Nous devons donc montrer qu’un rele`vement
de p4 est de´termine´ par ωa, ωb et ωc a` multiplication par un scalaire complexe pre`s.
Lorsque les quatre points ne sont pas contenus dans une droite complexe, nous pouvons
supposer que p1, p2 et p3 ne sont pas contenus dans une droite complexe. Sous cette
hypothe`se, (p1,p2,p3) est une base de C
3, dans laquelle tout rele`vemebt p4 de p4 s’e´crit
αp1 + βp2 + γp3 avec α, β et γ ∈ C.
Utilisons cette e´criture pour calculer les produits hermitiens 〈p4,p1〉, 〈p4,p2〉 et 〈p4,p3〉.
En notant 〈pi, pj〉 = tij, nous obtenons :
 0 t21 t31t12 0 t32
t13 t23 0



αβ
γ

 =

t41t42
t43


La re´solution de ce syste`me conduit a`
α = d−1 (t32t21t34 − t32t23t14 + t24t23t31)
β = d−1 (t31t12t34 − t31t13t24 + t14t13t32)
γ = d−1 (t12t23t14 − t12t21t24 + t21t13t24)
ou` d = 2Re (t12t23t31) est le de´terminant de la matrice ci-dessus.
Ces relations se re´crivent en utilisant ωa, ωb et ωc
α =
t32t23t14
d
(
−1 + t31
t13
ωbω¯a +
t21
t12
ω−1b ω¯
−1
c
)
β =
t31t13t24
d
(
−1 + t32
t23
ω¯−1c ω¯
−1
a +
t12
t21
ωbω¯c
)
γ =
t12t21t34
d
(
−1 + t13
t31
ω−1b ω¯
−1
a +
t23
t32
ω¯aω¯c
)
Lorsque γ est non-nul, calculons les quotients α/γ et β/γ :
α
γ
=
t23
t21
ω¯c
(
−1 + t31
t13
ωbω¯a +
t21
t12
ω−1b ω¯
−1
c
)(
−1 + t13
t31
ω−1b ω¯
−1
a +
t23
t32
ω¯aω¯c
)−1
β
γ
=
t13
t12
ω¯−1b
(
−1 + t32
t23
ω¯−1c ω¯
−1
a +
t12
t21
ωbω¯c
)(
−1 + t13
t31
ω−1b ω¯
−1
a +
t23
t32
ω¯aω¯c
)−1
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Le vecteur
[
α β γ
]T
est donc de´termine´ a` dilatation complexe pre`s par ωa, ωb et ωc.
Les tij restant n’impliquent que p1, p2 et p3, et ne de´pendent donc que du choix de base
effectue´ ci-dessus.
Lorsque γ est nul, alors α ou β ne l’est pas (sinon p4 co¨ınciderait avec p1 ou p2). Le meˆme
calcul conduit a` la meˆme conclusion.
Dans le cas particulier ou` les quatre points sont contenus dans une droite complexe com-
mune, les 3 birapports sont re´els, et lie´s entre eux par
ωb = ω
−1
a et ωc =
1
1− ωa .
Ce cas est analogue a` celui des quadruplets de points au bord deH1
C
, qui sont classifie´s
sous PU(1,1) par le birapport.
Le corollaire suivant est une conse´quence simple.
Corollaire 4.13. Soient (p1, p2, p3, p4) et (q1, q2, q3, q4) deux te´trae`dres ide´aux. Les deux
conditions suivantes sont e´quivalentes :
1. Il existe une isome´trie antiholomorphe f ∈ ̂PU(2, 1) telle que f(pi) = qi (i =
1, 2, 3, 4)
2. [[p1, p2, p3, p4]] = [[q1, q2, q3, q4]].
De´monstration. D’apre`s la de´finition du birapport
[[q1, q2, q3, q4]] = [[f(q1), f(q2), f(q3), f(q4)]].
Il existe existe une isome´trie holomorphe h telle que h(pi) = f(qi), i = 1 · · ·4. D’ou` le
re´sultat.
De´finition 4.14. On dit qu’un te´trae`dre ide´al (p1, p2, p3, p4) ⊂ ∂ (H2C)4 est non-plat s’il
n’est contenu dans le bord d’aucun sous-espace totalement ge´ode´sique de H2
C
.
Le corollaire suivant est une conse´quence directe et de la remarque 4.9, et de l’exemple
4.8 (voir aussi [Gol99] et [PP]).
Corollaire 4.15. Un te´trae`dre ide´al T = (p1, p2, p3, p4) est plat si et seulement si ωa, ωb
et ωc sont re´els.
1. T est contenu dans une droite complexe si et seulement si l’un des trois birapports
ωa, ωb et ωc est ne´gatif.
2. T est contenu dans un plan lagrangien si et seulement si les trois birapports ωa, ωb
et ωc sont positifs.
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4.3 Action du groupe syme´trique sur les birapports
Dans cette section, nous de´crivons comment [[p1, p2, p3, p4]] varie lorsque l’on permute
les positions des pi. Le cas classique de CP
1 est traite´ dans [Bea83]. Nous de´signerons par
S4 le groupe des permutations d’un ensemble a` quatre e´le´ments.
De´finition 4.16. Soient p1, p2, p3 et p4 quatre points de ∂H
2
C
, et σ un e´le´ment de S4.
De´finissons Ωσ, le vecteur
Ωσ = [[pσ(1), pσ(2), pσ(3), pσ(4)]] =


X
(
pσ(1), pσ(2), pσ(3), pσ(4)
)
X
(
pσ(1), pσ(4), pσ(2), pσ(3)
)
X
(
pσ(1), pσ(3), pσ(4), pσ(2)
)

 .
En utilisant les notations de la section pre´ce´dente,
Ωid =

ωaωb
ωc

 = [[p1, p2, p3, p4]].
Nous allons exprimer Ωσ pout toute permutation σ de S4.
De´signons par (a1 · · ·an) le cycle de S4 envoyant ak sur ak+1. Soit G1 stabilisateur de 1
dans S4. G1 est une copie de S3, et nous identifierons G1 a` S{a, b, c} ∼ S3 via
2↔ a, 3↔ b et 4↔ c.
Soit V4 le sous-groupe (normal) de S4,
V4 = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
Le groupe S4 est isomorphe au produit semi-direct S3 ⋉ V4. Ceci fournit une unique
de´composition de tout e´le´ment σ de S4 sous la forme σ = σ1σ2 avec σ2 ∈ V4 et σ1 ∈
S{a, b, c} modulo l’identification ci-dessus. En notant Z = [Za Zb Zc]T les coordonne´es
sur C3, de´finissons les applications
fid(Z) = Z, f(12)(34)(Z) =

ZaZb
Zc

 , f(13)(24)(Z) =

ZaZb
Zc

 , f(14)(23)(Z) =

ZaZb
Zc

 . (4.12)
La relation 4.1 montre que si σ ∈ V4, Ωσ = fσ(Ω).
Par un calcul simple utilisant la relation 4.2, on de´montre la proposition suivante.
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Proposition 4.17. Soit σ dans S4.
Ωσ = fσ2



ω
ǫ(σ1)
σ1(a)
ω
ǫ(σ1)
σ1(b)
ω
ǫ(σ1)
σ1(c)




avec σ = σ1σ2, σ1 ∈ S{a, b, c}, σ2 ∈ V4, et ǫ(σ1) la signature de σ1.
La preuve se fait par une utilisation re´pe´te´e de la relation 4.2. On obtient ainsi pour tout
σ une fonction fσ ve´rifiant Ω
σ = fσ(Ω).
Explicitons les fonctions fσ :
– transpositions
f(12)(Ω) =

ω−1aω¯c−1
ω¯b
−1

 , f(13)(Ω) =

ω¯b−1ω¯a−1
ω−1c

 , f(14)(Ω) =

ω¯c−1ω−1b
ω¯a
−1


f(34)(Ω) =

ω−1aω−1c
ω−1b

 , f(24)(Ω) =

ω−1bω−1a
ω−1c

 , f(23)(Ω) =

ω−1cω−1b
ω−1a

 (4.13)
– Groupe de Klein
f(12)(34)(Ω) =

ωaω¯b
ω¯c

 , f(13)(24)(Ω) =

ω¯aω¯b
ωc

 , f(14)(23)(Ω) =

ω¯aωb
ω¯c

 (4.14)
– Cycles de longueur 3
f(234)(Ω) =

ωcωa
ωb

 , f(124)(Ω) =

ω¯cωa
ω¯b

 , f(123)(Ω) =

ω¯bω¯c
ωa

 , f(134)(Ω) =

ω¯bωc
ω¯a


f(243)(Ω) =

ωbωc
ωa

 , f(142)(Ω) =

ωbω¯c
ω¯a

 , f(132)(Ω) =

ωcω¯a
ω¯b

 , f(143)(Ω) =

ω¯cω¯a
ωb

 (4.15)
– Cycles de longueur 4
f(1234)(Ω) =

 ω¯−1bω−1a
ω¯−1c ,

 f(1342)(Ω) =

ω−1cω¯−1b
ω¯−1a

 , f(1423)(Ω) =

ω¯−1aω¯−1c
ω−1b


f(1432)(Ω) =

 ω−1bω¯−1a
ω¯−1c ,

 f(1243)(Ω) =

ω¯−1cω¯−1b
ω−1a

 , f(1324)(Ω) =

ω¯−1aω−1c
ω¯−1b

 (4.16)
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4.4 Groupes de syme´tries des te´trae`dres ide´aux
Nous de´signons par S ({p1, p2, p3, p4}) le groupe de permutations de {p1, p2, p3, p4}.
De´finition 4.18. Soit T = (p1, p2, p3, p4) un te´trae`dre ide´al. Une syme´trie de T est un
isome´trie de H2
C
stabilisant T .
Lemme 4.19. Soient f1 et f2 deux syme´tries d’un te´trae`dre ide´al non-plat T . f1 et f2
sont e´gales si et seulement si elles sont e´gales sur T .
De´monstration. Si f1 et f2 sont e´gales sur T , alors f1 ◦ f−12 a quatre points fixes qui ne
sont pas contenus dans un sous-espace totalement ge´ode´sique, car T est non-plat. Donc
f1 = f2.
De´finition 4.20. Le groupe de syme´trie d’un te´trae`dre ide´al (p1, p2, p3, p4) est le plus gros
sous-groupe G de S4 tel qu’il existe une repre´sentation fide`le τ : G −→ ̂PU(2, 1) ve´rifiant
la condition que pour tout σ ∈ G, τ(σ) stabilise l’ensemble {p1, p2, p3, p4}.
Remarque 4.21. Si σ ∈ S4 appartient au groupe de syme´trie G d’un te´trae`dre, et si τ est
la repre´sentation associe´e, τ(σ) peut-eˆtre holomorphe ou antiholomorphe.
De´finition 4.22. Soit T un te´trae`dre ide´al dont le groupe de syme´trie est G ⊂ S4. Soit τ
la repre´sentation associe´e. Nous dirons que σ ∈ G est holomorphe (resp. antiholomorphe)
si τ(σ) est holomorphe (resp. antiholomorphe).
En appliquant la proposition 4.12 et son corollaire 4.13, qui classifient les te´trae`dres a`
isome´tries holomorphes et antiholomorphes pre`s, on montre la proposition suivante.
Proposition 4.23. Soit T = (p1, p2, p3, p4) ⊂ (∂H2C)4 un te´trae`dre. [[p1, p2, p3, p4]] = Ω.
1. σ ∈ S4 est une syme´trie holomorphe de T si et seulement si Ωσ = Ω.
2. σ est une syme´trie antiholomorphe si et seulement si Ωσ = Ω.
Les corollaires qui suivent sont obtenus en analysant les e´quations fournies par la propo-
sition 4.23 (nous donnons une de´monstration diffe´rente pour le corollaire 4.25).
Corollaire 4.24. Soit T un te´trae`dre non-plat. Si (12) est une syme´trie holomorphe de
T , alors (34) est une syme´trie antiholomorphe de T .
De´monstration. En utilisant les expressions des fσ donne´es dans la section pre´ce´dente :
Ω =

ωaωb
ωc

 , Ω(12) =

ω−1aω¯−1c
ω¯−1b

 et Ω(34) =

ω−1aω−1c
ω−1b

 .
Donc, si Ω = Ω(12), alors ωa = ω
−1
a , et ωa vaut 1 ou −1. Si ωa valait −1, T serait plat
d’apre`s le corollaire 4.4. Ainsi, ωa vaut 1.
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Par suite, (12) est une syme´trie holomorphe de T si et seulement si
Ω =

 1ωb
ω¯−1b

 .
Dans ces conditions, f34 (Ω) = Ω.
Corollaire 4.25. [Goldman] Soit T = (p1, p2, p3, p4) te´trae`dre non-plat. (12)(34) est une
syme´trie antiholomorphe de T si et seulement si X(p1, p2, p3, p4) est re´el et strictement
positif
Ce re´sultat a e´te´ prouve´ initialement par Goldman dans [Gol99] (chap. 7). Il est
possible de le montrer de fac¸on tre`s simple en utilisant les fonctions fσ ci-dessus, cependant
nous allons en donner une de´monstration un peu plus lourde, mais plus e´clairante.
De´monstration. L’existence de cette syme´trie antiholomorphe signifie qu’il existe une
isome´trie antiholomorphe φ telle que φ(x1) = x2 et φ(x3) = x4. Supposons l’existence
d’une telle isome´trie. Alors, en utilisant la relation 4.2,
X(x1, x2, x3, x4) = X(x2, x1, x4, x3)
= X(φ(x1), φ(x2), φ(x3), φ(x4))
= X(x1, x2, x3, x4).
Par suite, X(x1, x2, x3, x4) est re´el. Pour de´terminer son signe, utilisons la remarque 4.2 :
arg (X(x1, x2, x3, x4)) = A(x1, x2, x4)− A(x1, x2, x3).
φ est antiholomorphe, donc change A en −A. Par suite
arg (X(x1, x2, x3, x4)) = A(φ(x1), φ(x2), φ(x4))− A(φ(x1), φ(x2), φ(x3)) (4.17)
= −A(x1, x2, x4) + A(x1, x2, x3). (4.18)
Par suite arg (X(x1, x2, x3, x4)) = 0, et donc X(x1, x2, x3, x4) est positif.
Supposons maintenant que X(x1, x2, x3, x4) > 0. Soient γ la ge´ode´sique reliant x1 et
x2, et C la droite complexe engendre´e par γ.
D’apre`s la remarque 4.2, A(x1, x2, x3) = A(x1, x2, x4), donc il existe g ∈ PU(2, 1) tel que
g(x1) = x1, g(x2) = x2 et g(x3) = x4. Il y a deux possibilite´s :
– Si Π(x3) = Π(x4), alors g est une re´flexion complexe. C et C
′ (la droite complexe
contenant x3 et x4) sont orthogonales. Soit σ, la ge´ode´sique trace´e dans C, ortho-
gonale a` γ au point Π(x3), et σ
′ la ge´ode´sique trace´e dans C ′ passant par Π(x3),
et telle que la syme´trie par rapport a` σ′ e´change x3 et x4. Comme C et C ′ sont
orthogonales, σ et σ′ sont contenues dans un R-plan P , et la re´flexion par rapport
a` P e´change x1 et x2 d’une part, et x3 et x4 d’autre part.
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x1 x2
x3 x4
σ
λ
z12
b
b
b
z12(x2)
z12(Π(x4))z12(Π(x3))
→ z12(x1)
z12(σ)
z12(λ)
Fig. 4.1 – X(x1, x2, x3, x4) ∈ R.
– Si Π(x3) 6= Π(x4), g est loxodromique. Dans ce cas, soit σ la ge´ode´sique orthogonale
a` γ dans C en Π(x3), et σ
′ la ge´ode´sique reliant Π(x3) et x3. σ et σ′ engendrent un
R-plan P , et la re´flexion par rapport a` P (IP ) e´change x2 et x3. Il existe un unique
R-plan Q tel que g = IQ ◦ IP . Q convient.
Corollaire 4.26. Soit T = (p1, p2, p3, p4) un te´trae`dre non-plat. Si (12)(34) est une
syme´trie holomorphe de T , alors (13)(24) et (14)(23) sont des syme´tries antiholomorphes
de T .
De´monstration. Si (12)(34) est une syme´trie holomorphe, alors ωb et ωc sont re´els (voir
la relation 4.14 page 86). Si l’un d’entre eux e´tait ne´gatif, le te´trae`dre serait plat. Donc
ils sont positifs, et le re´sultat est une conse´quence de 4.25.
Remarque 4.27. De plus, si R est la re´flexion complexe associe´e a` (12)(34) et si ι3 (resp.
ι4) est la re´flexion lagrangienne associe´e a` (13)(24) (resp. (14)(23)), alors R = ι3 ◦ ι4.
Lemme 4.28. Un te´trae`dre dont le groupe de syme´trie est S4 est plat.
De´monstration. Conside´rons d’abord les e´le´ments du groupe de Klein (12)(34), (13)(24)
et (14)(23). Ils sont tous des syme´tries de T . Si ωa, ωb et ωc ne sont pas tous re´els, la
seule possibilite´ est que une de ces trois syme´tries soit holomorphe, et les deux autres
antiholomorphes. Supposons que (12)(34) soit holomorphe. D’apre`s le lemme 4.24, (12)
et (34) sont tous deux antiholomorphes.
Par ailleurs, (13)(24) e´tant antiholomorphe, (13) et (24) sont de types oppose´s. Sup-
posons que (13) soit holomorphe. Alors, (12)(13) = (132) est antiholomorphe. La forme
donne´e ci-dessus pour Ω(132) montre qu’alors les composantes de Ω doivent eˆtre re´elles.
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Corollaire 4.29. Soit T = (p1, p2, p3, p4) un te´trae`dre non-plat dont le groupe de syme´trie
G contient un e´le´ment holomorphe d’ordre 4. Alors G est une copie du groupe die´dral D4.
De´monstration. Supposons que G contienne le 4-cycle c = (1234). Alors G contient c2 =
(13)(24), qui est une syme´trie holomorphe. D’apre`s le corollaire 4.26, G contient les deux
syme´tries antiholomorphes (12)(34) et (14)(23). Donc G contient (12)(34)(1234) = (24).
Par suite, G contient une copie de D4, engendre´e par (13) et (1234). Si G 6= D4 alors
8 = |D4| divise |G|, et |G| divise 24. Donc G = S4, ce qui est absurde car T est non-
plat.
Nous e´tudions maintenant une configuration spe´ciale.
Corollaire 4.30. Soit T = (p1, p2, p3, p4) un te´trae`dre non-plat dont le groupe de syme´trie
contient un e´le´ment d’ordre trois. Alors :
1. trois des quatre points sont contenus dans une droite complexe.
2. G, le groupe de syme´trie de T est isomorphe a` S3.
De´monstration. Supposons que l’e´le´ment d’ordre trois soit le 3-cycle c = (123). c est
holomorphe. La relation f(123)(Ω) = Ω implique
ω¯b = ωa, ω¯c = ωb, ωa = ωc.
Les deux relations 4.6 et 4.10 montrent qu’il n’y a que deux possibilite´s :
Ω = Ω1 =

 ei
π
3
e−i
π
3
ei
π
3

 ou Ω = Ω2 = Ω1.
Par suite, il y a exactement deux tels te´trae`dres modulo PU(2,1), qui sont identifie´s par
une isome´trie antiholomorphe. Si les quatre points sont distincts, on est dans la situation
de l’exemple 4.8 avec t = 1/2 et x = (
√
3/2)1/2 : p1, p2 et p3 sont dans une meˆme droite
complexe. On ve´rifie alors sur la relation 4.13 que (12), (23) et (13) sont des syme´tries
antiholomorphes de T . Une analyse directe des e´le´ments restant de S4 montre qu’aucun
d’entre eux ne peut eˆtre une syme´trie de T sauf si T est plat.
Le the´ore`me suivant e´nume`re les groupes de syme´tries possibles d’un te´trae`dre ide´al.
La preuve est une application des re´sultats ci-dessus.
The´ore`me 4.31. Soit T te´trae`dre ide´al non-plat. Le groupe de syme´trie de T est l’un des
suivants :
1. {1}, dans ce cas, T est dit ge´ne´rique.
2. 〈σ〉 ∼ Z2 ou` σ ∈ S4 est une transposition antiholomorphe.
3. 〈σ〉 ∼ Z2 ou` σ est un e´le´ment du groupe de Klein.
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4. 〈σ, σ′〉 ∼ Z2 × Z2 ou` σ et σ′ sont des transpositions a` supports disjoints, σ est
holomorphe et σ′ antiholomorphe.
5. Le groupe de Klein, avec une syme´trie holomorphe, et deux antiholomorphes.
6. S3 comme dans le corollaire 4.30 (les deux 3-cycles holomorphes, et les transpositions
antiholomorphes).
7. D4 le groupe die´dral d’ordre 8 , engendre´ par une transposition antiholomorphe et
un 4-cycle holomorphe.
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Chapitre 5
Traces, birapports et sous-groupes a`
deux ge´ne´rateurs
5.1 Introduction
Nous nous inte´ressons dans ce chapitre a` l’ensemble suivant.
De´finition 5.1. Nous de´signerons par Hom(F2,PU(2,1))
lox l’ensemble des repre´sentations
de F2 = 〈m, n〉 dans PU(2,1) telles que ρ(m) et ρ(n) sont loxodromiques.
Notre objectif est de de´crire l’ensemble des classes de conjugaisons de telles repre´sentations
sous PU(2,1). D’apre`s les re´sultats du chapitre 3 deux repre´sentations irre´ductibles ρ1 et
ρ2 de Hom(F2,PU(2,1))
lox sont conjugue´es si et seulement si les cinq e´le´ments de F2
m, n, mn, m−1n et [m, n] ont meˆmes traces dans ρ1 et dans ρ2.
En utilisant le birapport complexe, de´fini au chapitre pre´ce´dent, nous allons de´crire
des coordonne´es ge´ome´triques sur Hom(F2,PU(2,1))
lox. Pour toute repre´sentation ρ de
Hom(F2,PU(2,1))
lox, nous appellerons τρ le te´trae`dre forme´ par les points fixes de ρ(m) et
ρ(n) (voir de´finition 5.5).
En utilisant l’invariant [[τρ]] forme´ de trois birapports, et en l’associant aux classes de
conjugaison de ρ(m) et ρ(n), nous allons classifier les repre´sentations de F2 sous PU(2,1).
Nous obtenons ainsi la
Proposition 5.2. L’application
Hom (F2,PU(2,1))
lox/PU(2,1) −→ C5
[ρ] 7−→ (tr ρ(m), tr ρ(n), [[τρ]])
est injective, et son image est le sous-ensemble de C5
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

(zA, zB, ωa, ωb, ωc, )
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|ωaωbωc| = 1
2Re (ωc) =
1
|ωb|2
(∣∣∣∣1− 1ωa
∣∣∣∣2 − 1
)
+
∣∣∣∣1− 1ωb
∣∣∣∣2
f(zA) > 0 et f(zB) > 0


Rappelons que f(z) = |z|4 − 8Re(z3) + 18|z|2 − 27, et que f(z) est positif si et seulement
si z est la trace d’un rele`vement a` SU(2,1) d’une isome´trie loxodromique.
En les appliquant au 〈〈 te´trae`dre des points fixes 〉〉 d’une paire d’isome´tries loxodromiques
(cf de´finition 5.5), les corollaires 4.25 et 4.26, qui de´crivent les e´ventuelles syme´tries
d’ordre deux des te´trae`dres ide´aux, se traduisent par un crite`re de de´composition des
paires d’isome´tries loxodromiques en triplets d’involutions. Le groupe engendre´ par deux
isome´tries loxodromiques A et B apparaˆıt alors comme un sous-groupe d’indice deux d’un
groupe triangulaire 〈I1, I2, I3〉 via
A = I1 ◦ I2 et B = I3 ◦ I2.
On dit alors alors que la paire (A,B) est C ou R-de´composable selon que I1, I2 et I3 sont
holomorphes ou antiholomorphes (voir la de´finition 5.9).
Remarque 5.3. Rappelons avant d’aller plus loin qu’une isome´trie holomorphe de H2
C
admet trois rele`vements a` SU(2,1) obtenus les uns a` partir des autres par multiplication
par une racine cubique de l’unite´. Deux isome´tries seront dites de meˆme trace si elles
admettent des rele`vements a` SU(2,1) de meˆme trace. De meˆme, on dira qu’une isome´trie
est de trace re´elle si elle admet un rele`vement a` SU(2,1) qui est de trace re´elle.
Un des objectifs de ce chapitre est de montrer re´sultat suivant :
The´ore`me. (5.17) Soient A et B deux isome´tries loxodromiques de H2
C
, et G = 〈A,B〉.
Supposons que G ne pre´serve aucun sous espace totalement ge´ode´sique. Alors :
1. Les propositions suivantes sont e´quivalentes :
(a) L’isome´trie [A,B] est de trace re´elle.
(b) La paire (A,B) est R-de´composable.
2. Les propositions suivantes sont e´quivalentes :
(a) Les isome´tries A, B, AB et A−1B sont de trace re´elle.
(b) L’une des deux paires (A,B), (A2, B2) est C-de´composable.
Ce crite`re est exprime´ en terme de traces, et les syme´tries des te´trae`dres ide´aux sont
exprime´es en termes de birapport. La traduction 〈〈 traces–birapports 〉〉 s’effectue par le
biais de la proposition technique 5.15.
Posons la de´finition suivante.
5.2. Coordonne´es KR sur les paires de loxodromiques 95
De´finition 5.4. Soit ρ une repre´sentation de F2 = 〈m, n〉 dans PU(2,1). On appellera ρ2
la repre´sentation de F2 dans PU(2,1) de´finie par ρ
2(m) = (ρ(m))2 et ρ2(n) = (ρ(n))2
Le the´ore`me 5.17 se reformule en termes de points fixes des deux involutions I⋆ et I ′
de´finies au chapitre 3. On obtient ainsi :
Proposition. Soit [ρ] une classe de repre´sentation Zariski dense du groupe libre a` deux
ge´ne´rateurs dans PU(2,1), telle que ρ(m) et ρ(n) soient loxodromiques,
– [ρ] est fixe´e par l’involution I⋆ si et seulement si ρ est R-de´composable.
– [ρ] est fixe´e par l’involution I ′ si et seulement si ρ ou ρ2 est C-de´composable.
Nous appliquons ensuite le the´ore`me 5.17 au cas ou` le commutateur de A et B est
parabolique pur, pour obtenir le re´sultat de rigidite´ suivant.
Proposition. 5.19 Soient A et B deux e´le´ments loxodromiques tels que C = [A,B] soit
parabolique pur. Alors :
1. C est conjugue´ a` une translation de Heisenberg verticale si et seulement si G pre´serve
une droite complexe.
2. C est conjugue´ a` une translation de Heisenberg non-verticale si et seulement si
(A,B) est R-de´composable.
La dernie`re section du chapitre est consacre´e a` l’e´tude de l’application
C1 × C2 −→ Clox
(A,B) 7−→ [AB]
ou` C1 et C2 sont deux classes de conjugaisons loxodromiques, et Clox de´signe l’ensemble
des classes de conjugaison loxodromiques de PU(2,1). Le fait que le passage des traces au
birapports soit tre`s simple (affine) nous permet pour finir de montrer que quelles que soient
C1 et C2, toute classe de conjugaison loxodromique est atteinte par cette application. De
manie`re e´quivalente, ceci prouve qu’il existe des repre´sentations du groupe fondamental
de la sphe`re moins trois points a` classes de conjugaison prescrites dans PU(2,1) quel que
soit le triplet de classes de conjugaison loxodromiques (corollaire 5.22). Ce re´sultat a e´te´
prouve´ par des me´thodes diffe´rentes et dans une plus grande ge´ne´ralite´ par Falbel et
Wentworth dans le preprint [FW].
5.2 Coordonne´es KR sur les paires de loxodromiques
5.2.1 De´finition des coordonne´es.
Rappelons qu’une isome´trie loxodromique A a deux points fixes. L’un, note´ pA, est
attractif, l’autre, qA, est re´pulsif.
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De´finition 5.5. Soient A et B deux isome´tries loxodromiques. Soit τ(A,B) le te´trae`dre
ide´al (pA, qA, pB, qB). Si ρ est une repre´sentation de F2 dans PU(2,1), nous appellerons τρ
le te´trae`dre τ(ρ(m), ρ(n)).
La proposition suivante est un crite`re de conjugaison pour les paires d’isome´tries loxo-
dromiques.
Lemme 5.6. Soient (A1, B1) et (A2, B2) deux paires d’e´le´ments loxodromiques. Sont
e´quivalentes :
1. Il existe C tel que A2 = CA1C
−1 et B2 = CB1C−1
2. (a) [[pA1 , qA1 , pB1, qB1 ]] = [[pA2 , qA2, pB2 , qB2 ]]
(b) trA1 = trA2 et trB1 = trB2
De´monstration. – 1 entraˆıne 2 car toutes les quantite´s implique´es sont des invariants
de conjugaison.
– Supposons (a) et (b) ve´rifie´es. D’apre`s la proposition 4.12, 1 entraˆıne l’existence de
g ∈ SU(2,1) envoyant τ(A1, B1) sur τ(A2, B2). La paire (A2, B2) est donc conjugue´es
a` une paire ayant les meˆmes points fixes que (A1, B1). (b) montre alors que A1 et
A2 sont conjugue´s ainsi que B1 et B2 (voir page la remarque 1.18 page 29). Une
isome´trie loxodromique e´tant de´termine´e par sa classe de conjugaison et ses points
fixes, ceci prouve le re´sultat.
Prouvons maintenant la proposition 5.2.
De´monstration. Un point de Hom(F2,PU(2,1))
lox/PU(2,1) est une classe pour l’action
diagonale par conjugaison de PU(2,1) sur 4Hom(F2,PU(2,1))
lox. Il est donc repre´sente´
par une paire normalise´e (A,B) ∈ PU(2,1)lox×PU(2,1)lox (voir le lemme 5.8 ci-dessous).
Le re´sultat est donc une conse´quence du lemme 5.6, en notant
ωa = X (pA, qA, pB, qB) ωb = X (pA, qB, qA, pB) ωc = X (pA, pB, qB, qA)
zA = trA zB = trB.
Remarque 5.7. Les e´quations de´crivant ωa, ωb et ωc montrent qu’une fois fixe´s deux des
trois birapports, le troisie`me est de´termine´ modulo conjugaison complexe.
Le lemme technique suivant nous sera utile dans la preuve de la proposition 5.15.
Lemme 5.8. Toute paire d’isome´tries loxodromiques est conjugue´e a` une paire (A,B)
donne´e par
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A =

µ¯−1 z¯2g
(
µ¯−1
)
z1g(µ) + z¯1g(µ
−1)
0 µ¯µ−1 z2g(µ)
0 0 µ

 et B =

 ν 0 0w2g(ν) ν¯ν−1 0
w3g(ν) + w¯3g(ν¯
−1) w¯2g(ν¯−1) ν¯−1


(5.1)
ou` :
– µ, ν ∈ C sont de module infe´rieur a` 1,
– g de´signe la fonction de´finie sur C \ {0} par z 7−→ z − z¯z−1
– et z1, z2, w2 et w3 satisfont aux relations
z1 + z¯1 + |z2|2 = 0 et w3 + w¯3 + |w2|2 = 0.
De´monstration. Quitte a` conjuguer, on peut supposer que le point fixe attractif de A
(resp. B) est ∞ (resp. [0, 0]), et que son point fixe re´pulsif admet le rele`vement
qA =

z1z2
1



 resp. qB =

 1w2
w3



 .
Les deux relations z1+ z¯1+ |z2|2 = 0 et w3+ w¯3+ |w2|2 = 0 traduisent l’appartenance des
points fixes de A et B a` ∂H2
C
.
Notons que si A et B sont telles que ci-dessus, A−1 (resp. B−1) est obtenu a` partir de A
(resp. B) en changeant µ (resp. ν) en 1/µ (resp. 1/ν).
5.2.2 Paires de´composables
De´finition 5.9. Soient A et B deux e´le´ments de PU(2, 1). La paire (A,B) est dite
de´composable s’il existe trois involutions I1, I2, I3 telles que
A = I1 ◦ I2 et B = I3 ◦ I2
Plus pre´cise´ment (A,B) est dite R-de´composable si les Ik sont antiholomorphes, et C-
de´composable si les Ik sont holomorphes. Un repre´sentation ρ ∈Hom(F2,PU(2,1)) sera
dite R-de´composable (resp. C-de´composable) si la paire (ρ(m), ρ(n)) est R-de´composable
(resp. C-de´composable).
Proposition 5.10. 1. La paire d’e´le´ments loxodromiques (A,B) est R-de´composable si
et seulement si la permutation (12)(34) est une syme´trie antiholomorphe du te´trae`dre
τ (A,B).
2. La paire d’e´le´ments loxodromiques (A,B) est C-de´composable si et seulement si la
permutation (12)(34) est une syme´trie holomorphe du te´trae`dre τ (A,B), et si A et
B admettent des rele`vements a` SU(2,1) de trace re´elle et plus grande que 3.
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De´monstration. 1. Si (12)(34) est une syme´trie antiholomorphe du te´trae`dre τ (A,B),
alors il existe une re´flexion lagrangienne qui e´change pA et qA d’une part, et pB et qB
d’autre part. Appelons la I2. Alors A ◦ I2 e´change les deux points pA et qA. D’apre`s
le lemme 1.72 page 42, A ◦ I2 est une re´flexion lagrangienne, que nous appelons I1.
De meˆme, B ◦ I2 = I3 est une re´flexion lagrangienne.
2. Re´ciproquement, si la paire (A,B) est R-de´composable sous la forme A = I1 ◦ I2 et
B = I3 ◦ I2, la proposition 1.73 montre que I2 permute les points fixes de A ainsi
que ceux de B. Le te´trae`dre τ(A,B) admet donc une syme´trie (12)(34).
3. Supposons que la paire (A,B) soit C-de´composable : A = I1 ◦ I2 et B = I3 ◦ I2.
Le lemme 1.43 montre que A et B admettent tous deux des rele`vements de traces
re´elles et plus grandes que 3. D’apre`s la preuve du lemme 1.44 I2 e´change d’une
part les points fixes de A, et d’autre part ceux de B. I2 re´alise donc une syme´trie
holomorphe du te´trae`dre τ(A,B).
4. Re´ciproquement, si la permutation (12)(34) est une syme´trie holomorphe du te´trae`dre
τ (A,B), et si A et B admettent des rele`vements a` SU(2,1) de trace re´elle et plus
grande que 3, soit I2 la re´flexion complexe re´alisant (12)(34). D’apre`s la proposition
1.44 page 36, il existe I1 et I3 des re´flexions complexes telles que A = I1 ◦ I2 et
B = I3 ◦ I2. La paire (A,B) est donc C-de´composable.
Lemme 5.11. Soit ρ ∈ Hom(F2,PU(2,1))lox, une repre´sentation pre´servant un R-plan
P , et telle que ρ(m) et ρ(n) ne partage aucun point fixe. ρ est R-de´composable, et la
de´composition est unique.
De´monstration. Puisque ρ stabilise un R-plan, le te´trae`dre τρ est contenu dans P . Il y a
deux possibilite´s : soit les axes de ρ(m) et ρ(n) sont disjoints, soit ils se coupent en un
point m ∈ P .
Dans le premier cas, soit γ l’othogonale commune aux axes des ρ(m) et ρ(n) et P ′ le
R plan contenant γ, d’angle 〈(0, π/2)〉 avec P . Tout R-plan Q qui permute d’une part les
points fixes de ρ(m) et d’autre part ceux de ρ(n) doit contenir γ. Son angle avec P a donc
pour mesure (0, β). IQ doit e´galement pre´server P . Le lemme 1.83 montre donc que IP ′
est la seule re´flexion lagrangienne de´composant la paire (ρ(m), ρ(n)).
Dans le second cas, soit p le point d’intersection des axes, et P ′ le R-plan orthogonal
a` P en p. De meˆme que ci-dessus, on ve´rifie en utilisant le lemme 1.83 que IP ′ est la seule
re´flexion lagrangienne qui de´compose la paire (ρ(m), ρ(n).
Corollaire 5.12. Soit ρ ∈ Hom(F2,PU(2,1))lox une repre´sentation R ou C-de´composable
ne pre´servant pas une droite complexe. La de´composition est unique.
De´monstration. D’apre`s le lemme 4.19, page 87, si un te´trae`dre ide´al non plat admet une
syme´trie (12)(34), elle est unique. Or, toute de´composition de la paire (A,B) correspond
est associe´e a` une syme´trie (12)(34) du te´trae`dre ide´al τ (A,B). Si le te´trae`dre τ (A,B)
est contenu dans un R-plan, on applique le lemme ci-dessus.
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La proposition 5.13 est une re´interpre´tation en termes de birapport de la proposition
5.10.
Proposition 5.13. Soient A et B deux isome´tries loxodromiques. Supposons que le groupe
〈A,B〉 ne stabilise aucune droite complexe.
Alors :
1. (A,B) est R-de´composable si et seulement si ωa = X (pA, qA, pB, qB) est re´el et
positif.
2. (A,B) est C-de´composable si et seulement si
(a) ωb = X (pA, qB, qA, pB) et ωc = X (pA, pB, qB, qA) sont tous deux re´els et posi-
tifs.
(b) trA et trB sont re´elles et ve´rifient trA > 3 et trB > 3.
Proposition 5.14. Soient A et B deux e´le´ments loxodromiques ayant un point fixe en
commun. La paire (A,B) n’est ni R ni C-de´composable
De´monstration. A et B ayant un point fixe en commun, leurs axes sont asymptotiques.
Si la paire (A,B) e´tait de´composable, il existerait un plan totalement ge´ode´sique simmul-
tane´ment orthogonal aux deux axes, donc un triangle ayant un anle nul et deux angles
droits. C’est en contradiction avec la courbure ne´gative de H2
C
.
5.3 Traces et birapports
Soient C1 et C2 deux classes de conjugaison loxodromiques. La proposition 5.2 implique
qu’un point de C1 × C2 est de´termine´ a` conjugaison pre`s dans SU(2,1) par (ωa, ωb, ωc).
D’apre`s la proposition 3.23 (page 70), il est e´galement de´termine´ a` conjugaison pre`s les
trois de traces (
trAB, trA−1B, tr [A,B]
)
.
(trA et trB sont fixe´es par le choix de C1 et C2.
Nous allons maintenant expliciter la relation entre ces deux ensembles de coordonne´es.
Les trois relations 5.3, 5.4 et 5.7 sont apparues dans [PP].
Proposition 5.15. Soient C1 et C2 deux classes de conjugaison loxodromiques dans SU(2,1).
Il existe une bijection affine Φ : R4 → R4 de´termine´e par C1 et C2 telle que pour tout
(A,B) ∈ C1 × C2, (
trAB, trA−1B
)
= Φ
(
1
ωb
, ωc
)
.
De´monstration. Rappelons que g est de´finie sur C \ {0} par g(z) = z− z¯z−1 (cf page 97).
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Soit h la fonction de´finie sur (C \ {0})2 par h(x, y) = g(x)g(y). Notons que h ve´rifie :
h(x, y)h
(
1
x
,
1
y
)
− h
(
1
x
, y
)
h(x,
1
y
) = 0 (5.2)
pour tout x, y ∈ C. En utilisant la normalisation (5.1) fournie par le lemme 5.8, exprimons
trAB et trA−1B en termes de µ, ν, z1, z2, w2 et w3. Dans cette normalisation, les
birapports ωa, ωb et ωc sont fournis par les trois relations (4.3), (4.4). Nous obtenons
les relations
trAB = ωch(µ, ν) + ω¯ch(µ¯
−1, ν¯−1) +
1
ωb
h(µ, ν¯−1) +
1
ω¯b
h(µ¯−1, ν) + α (5.3)
trA−1B = ωch(µ−1, ν) + ω¯ch(µ¯, ν¯−1) +
1
ωb
h(µ−1, ν¯−1) +
1
ω¯b
h(µ¯, ν) + β (5.4)
ou`
α =
µ¯
µ
(
ν + ν¯−1
)
+
ν¯
ν
(
µ+ µ¯−1
)− ν¯µ¯
µν
β =
µ
µ¯
(
ν + ν¯−1
)
+
ν¯
ν
(
µ−1 + ν¯
)− ν¯µ
νµ¯
.
Appliquons la relation (5.2) ve´rifie´e par h pour calculer les combinaisons line´aire sui-
vantes.
(5.3) · h(µ¯, ν¯−1)− (5.4) · h(µ¯−1, ν¯−1)
(5.3) · h(µ¯−1, ν¯)− (5.4) · h(µ¯, ν¯),
ou` (5.3) et (5.4) de´signent les relations obtenues en conjuguant (5.3) et (5.4). Nous obte-
nons de cette manie`re :
ωc
(
h(µ, ν)h(µ¯, ν¯−1)− h(µ−1, ν)h(µ¯−1, ν¯−1))
+
1
ωb
(
h(µ, ν¯−1)h(µ¯, ν¯−1)− h(µ−1, ν¯−1)h(µ¯−1, ν¯−1))
= (trAB − α) h(µ¯, ν¯−1)− (trA−1B − β)h(µ¯−1, ν¯−1) (5.5)
et
ωc
(
h(µ−1, ν−1)h(µ¯−1, ν¯)− h(µ, ν−1)h(µ¯, ν¯))
+
1
ωb
(
h(µ−1, ν¯)h(µ¯−1, ν¯)− h(µ, ν¯)h(µ¯, ν¯))
=
(
trAB − α¯)h(µ¯−1, ν¯)− (trA−1B − β¯)h(µ¯, ν¯) (5.6)
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Les birapports complexes ω−1b et ωc sont donc solutions d’un syste`me affine. Les coefficients
de la partie line´aire de ce syste`me ne de´pendent que de µ et ν c’est a` dire de C1 et C2. Le
de´terminant de ce syste`me vaut
δ =
(|µ|2 − 1)2 |µ− µ¯2|4(ν − ν¯2)3 (ν2 − ν¯) (|ν|2 − 1)
|µ|8|ν|6ν¯ .
Les deux facteurs (ν2 − ν¯) et (µ− µ¯2) s’annulent respectivement si et seulement si ν3 = 1
ou µ3 = 1. δ est donc nul si et seulement si µ ou ν est de module 1, c’est a` dire si A ou
B est elliptique spe´cial. Par suite, lorsque A et B sont loxodromiques, il existe toujours
deux nombres complexes ωb et ωc satisfaisant les e´quations ci-dessus. Cependant, ces
deux solutions peuvent eˆtre vues comme deux birapports si et seulement si elle satisfont
l’ine´galite´ (4.11) :
(
|ωc| − 1|ωb|
)2
6 2Re
(
1
ωb
+ ωc
)
− 1 6
(
|ωc|+ 1|ωb|
)2
.
Ceci prouve le re´sultat.
Nous avons vu au chapitre 3 qu’une fois fixe´es trA, trB, trAB, trA−1B, il y a
(ge´ne´riquement) deux classes de conjugaisons de groupes correspondants. Suivant le choix
des coordonne´es (traces ou birapports), ces deux classes correspondent a` l’inde´termination
d’ordre deux sur ωa ou tr [A,B]. Nous montrons maintenant comment relier ωa et tr [A,B].
La relation 4.10 procure Re (ωa) en fonction de ωb et ωc, qui sont obtenus en fonction
des traces en re´solvant le syste`me expose´ dans la preuve ci-dessus. Pour obtenir Im (ωa),
nous calculons la trace du commutateur en utilisant toujours pour A et B la normalisation
donne´e par le lemme 5.8 :
tr [A,B] = 3− 2Re
(
ω¯ch (µ, ν)h
(
µ−1, ν−1
)
+
1
ωb
(h(µ¯, ν) h
(
µ¯−1, ν−1)
))
+
∣∣∣∣
(
ωch (µ¯, ν¯) + ω¯ch
(
µ−1, ν−1
)
+
1
ωb
h
(
µ¯, ν−1
)
+
1
ω¯b
h
(
µ¯−1, ν¯
))∣∣∣∣2
−|ωc|2
(|h (µ, ν)|2 + |h (µ−1, ν−1)|2)− 1|ωb|2
(
|h (µ, ν−1)|2 + |h (µ−1, ν)∣∣2)
+|ωc|2
(
ωa
(
|h (µ, ν−1)∣∣2 + |h (µ−1, ν)∣∣2)+ ω¯a (|h (µ, ν)|2 + |h (µ−1, ν−1∣∣2)) .
(5.7)
Nous obtenons alors la relation suivante, qui lie Im (tr[A,B]) et Im (ωa) :
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Im tr [A,B]
Im (ωa)
= |ωc|2
((
|h (µ, ν−1)∣∣2 + |h (µ−1, ν)∣∣2)− (|h (µ, ν)|2 + |h (µ−1, ν−1∣∣2))
= |ωc|2
(|g(µ)|2 − |g(µ−1)|2) (|g(ν)|2 − |g(ν)−1|2) . (5.8)
Or la relation suivante est ve´rifie´e pour tout nombre complexe z non-nul.
|g(z)|2 − |g(z−1)|2 = (1− |z|2) ∣∣∣∣z2z¯ + 1
∣∣∣∣2
z2/z¯ + 1 est nul si et seulement si z3 = −1. Cette quantite´ est donc non-nulle si et
seulement si |z| 6= 1. Comme µ et ν sont de module infe´rieur a` 1 (cf lemme 5.8 page 96),
Im tr [A,B] et Im (ωa) sont de meˆme signe.
Remarque 5.16. En terminant la re´solution du syste`me ci-dessus, nous obtenons les ex-
pressions suivantes de ωb et ωc :
Db
|µ|2|ν|2 ·
1
ωb
= µ tr(AB) + tr(A−1B) + ν¯tr(AB) + µ ν¯tr(A−1B)
−
(
µ2 +
1
µ
)( ν¯
ν
+ ν
)
−
(
ν¯2 +
1
ν¯
)(
µ
µ¯
+ µ¯
)
−
( ν¯
ν
+ ν
)(µ
µ¯
+ µ¯
)
(5.9)
Dc
|µ|2|ν|2ωc = µν tr(AB) + ν tr(A
−1B) + tr(AB) + µ tr(A−1B)
−
(
µ2 +
1
µ
)(ν
ν¯
+ ν¯
)
−
(
ν2 +
1
ν
)(
µ
µ¯
+ µ¯
)
−
(ν
ν¯
+ ν¯
)(µ
µ¯
+ µ¯
)
(5.10)
ou` Db et Dc de´signent les quantite´s
Db =
(|µ|2 − 1) (|ν|2 − 1) (µ2 − µ¯) (ν2 − ν¯)
Dc =
(|µ|2 − 1) (|ν|2 − 1) (µ2 − µ¯) (ν − ν¯2)
5.4 Le crite`re de de´composabilite´ en coordonne´es traces
La proposition suivante (5.17) traduit le crite`re de de´composabilite´ des paires d’isome´tries
loxodromiques donne´ par la proposition 5.13 en un crite`re exprime´ en termes de traces.
The´ore`me 5.17. Soient A et B deux isome´tries loxodromiques de H2
C
et G = 〈A,B〉.
Supposons que G ne stabilise aucou sous-espace totalement ge´ode´sique de H2
C
. Alors
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1. Sont e´quivalentes :
(a) La trace du commutateur [A,B] est re´elle.
(b) G stabilise une droite complexe ou la paire (A,B) est R-de´composable.
2. Si G ne pre´serve aucune droite complexe, sont e´quivalentes
(a) Les quatre traces trA, trB, trAB, trA−1B sont re´elles.
(b) G stabilise un R-plan de H2
C
ou la paire (A,B) est C-de´composable, ou la paire
(A2, B2) est C-de´composable.
Remarque 5.18. Soit A une isome´trie loxodromique ou de trace re´elle. Les valeurs propres
de A sont re´elles. En effet, le polynoˆme caracte´ristique de A est
X3 − tX2 + tX − 1, avec t = trA.
On ve´rifie simplement que ce polynoˆme a trois racines re´elles si et seulement si (t+1)(t−
3) > 0, ce qui est re´alise´ lorsque A est loxodromique.
De´monstration. (a) Si (A,B) est R-de´composable, alors tr[A,B] est re´elle : nous
verrons dans la preuve du the´ore`e 5.19 ci-dessus proposition que dans ce cas
[A,B] s’e´crit MM , avec M ∈ SU(2,1). Si G pre´serve une droite complexe,
(b) La relation (5.7) montre que ωa est re´el si et seulement si tr [A,B] l’est. On uti-
lise ensuite le corollaire 4.25. Si ωa est positif, on conclut a` la R-de´composabilite´
de (A,B), s’il est ne´gatif,G pre´serve une droite complexe, car le te´trae`dre forme´
par les points fixes de A et B est contenu dans une droite complexe.
Si G pre´serve un R-plan, les traces de tous ses e´le´ments sont re´elles. Si la paire
(A,B) est C-de´composable, les quatre e´le´ments A, B, AB et A−1B sont des
produits de deux re´flexions complexes, donc ont de trace re´elle. Si la paire
(A2, B2) alors A2 et B2 ont tous deux trace re´elle et plus grande que trois (cf le
lemme 1.43). Or par Cayley-Hamilton, on obtient trA2 = (trA)2−2trA. Cette
dernie`re quantite´ e´tant re´elle, on en de´duit que soit la trace de A est re´elle,
soit elle est de partie re´elle −1. Dans ce dernier cas, on ve´rifie alors que trA2
est infe´rieure a` trois. Donc trA est re´elle, de meˆme que trB. On conclut graˆce
a` la remarque 5.18.
(a)b D’apre`s, la remarque 5.18, les hypothe`ses ci-dessus garantissent que µ, ν, trAB
et trA−1B sont re´els, ou` µ et ν sont les valeurs propres de modules plus grand
que 1 de A et B. En prenant la partie imaginaire dans les relations (5.3) et
(5.4) , on obtient le syste`me line´aire
0 = Im (ωc)
(
h(µ, ν)− h(µ−1, ν−1))+ Im (ω−1b ) (h(µ, ν−1 − h(µ−1, ν)))(5.11)
0 = Im (ωc)
(
h(µ−1, ν)− h(µ, ν−1))+ Im (ω−1b ) (h(µ−1, ν−1)− h(µ, ν))(5.12)
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Si x et y sont re´els, h(x, y) = (x−1)(y−1). Le de´terminant du syste`me ci-dessus
vaut
−(µ− 1)
3 (ν − 1)3 (µ+ 1) (ν + 1)
µ2ν2
.
Il est donc non-nul, car |µ| 6= 1 et |ν| 6= 1. Par suite ωb et ωc sont tous deux
re´els. On obtient alors le re´sultat graˆce a` la proposition 5.13 et au lemme 1.43.
Notons que les hypothe`ses de la proposition 5.17 sont des conditions ne´cessaires :
1. Si (A,B) est R-de´composable, alors tr[A,B] est re´elle : nous verrons dans la preuve
de la prochaine proposition que dans ce cas [A,B] s’e´crit MM , avec M ∈ SU(2,1)
2. Si (A,B) est C-de´composable, alors trA, trB, trAB, trA−1B sont re´els et contenus
dans l’intervalle ] − 1,∞[ : dans ce cas A, B, AB A−1B sont produits de deux
re´flexions complexes d’ordre deux.
De la proposition 5.17, nous allons maintenant de´duire un re´sultat de rigidite´ pour les
groupes engendre´s par deux e´le´ments loxodromiques dont le commutateur est parabolique
pur (voir page 29).
The´ore`me 5.19. Soient A et B deux e´le´ments loxodromiques tels que C = [A,B] soit
parabolique pur. Alors :
1. C est conjugue´ a` une translation de Heisenberg verticale si et seulement si G pre´serve
une droite complexe.
2. C est conjugue´ a` une translation de Heisenberg non-verticale si et seulement si
(A,B) est R-de´composable.
De´monstration. Si C = [A,B] est unipotent, il est de trace 3 et donc, soit la paire (A,B)
est R-de´composable, soit G pre´serve une droite complexe.
1. Si G pre´serve une droite complexe, C aussi. C est donc conjugue´ a` une translation
de Heisenberg pre´servant une droite complexe, donc a` une translation verticale.
2. Si la paire (A,B) est R-de´composable, il existe trois matrices M1, M2 et M3 dans
SU(2,1) telles que A =M1M 2, B =M3M 2 et MkMk = Id. Par suite C s’e´crit MM
avec M = M1M 2M3. Par conse´quent, l’homographie associe´e a` C est le carre´ de
l’isome´trie antiholomorphe dont un rele`vement est
Z −→ MZ.
Ces deux isome´tries ont le meˆme point fixe dans ∂H2
C
. On peut supposer que ce
point est ∞ (dans le mode`le de Siegel), qui admet le rele`vement
10
0

 .
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l
θ
Fig. 5.1 – Clox
Il s’en suit que C et M sont deux e´le´ments triangulaires supe´rieurs de SU(2,1). On
ve´rifie alors que tout e´le´ment triangulaire supe´rieur de SU(2,1) M , tel que MM est
soit unipotent soit une translation non-verticale, soit l’identite´. Ce dernier cas ne
correspond pas a` une isome´trie parabolique.
5.5 Repre´sentations du groupe fondamental de la sphe`re
prive´e de trois disques
De´signons par Clox l’ensemble des classes de conjugaisons loxodromiques de PU(2,1).
Clox est un cylindre. En effet, la classe de conjugaison d’un e´le´ment loxodromique est
entie`rement de´termine´e par µ, sa valeur propre de module plus grand que 1. Le module
de µ de´termine la longueur de translation l, et son argument de´termine l’angle de rotation
θ. Clox est donc parame´tre´ par R×S1. Nous appellerons les sous-ensembles de Clox donne´s
par {θ = constante} les ge´ne´ratrices de Clox.
Fixons C1 et C2 deux telles classes de conjugaisons, et de´finissons l’application
π C1 × C2 −→ Clox
(A,B) 7−→ [AB] (5.13)
Nous allons montrer que quelles que soient C1 et C2, π est surjective. Dans ce but, nous
commenc¸ons par e´tudier les repre´sentations re´ductibles, i.e. les groupes engendre´s par
deux e´le´ments loxodromiques ayant le meˆme axe complexe. Nous noterons (C1 × C2)red
l’ensemble des paires d’isome´tries loxodromiques ayant meˆme axe complexe.
Lemme 5.20. L’image de la restriction de π a` (C1 × C2)red est une ge´ne´ratrice du cylindre
Clox.
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De´monstration. Soient li et θi (i = 1, 2) les longueurs de translation et angles de rotation
associe´s a` Ci. Si A et B sont respectivement dans C1 et C2, on ve´rifie facilement que l’angle
de rotation de AB est θ1 + θ2. (On peut pour cela e´crire des rele`vements de A et B a`
SU(2,1) dans une base contenant un vecteur polaire a` leur axe complexe commun). C’est
un re´sultat classique qu’il n’y a alors aucune restriction sur la longueur de translation de
AB. (En d’autres termes, l’espace de Teichmu¨ller de la sphe`re prive´e de trois disques est
R3 tout entier). D’ou` le re´sultat.
Proposition 5.21. L’application π est surjective.
De´monstration. C1 et C2 de´terminent trA et trB. D’apre`s la proposition 5.2, on peut
donc voir C1 × C2 comme l’ensemble
(ωa, ωb, ωc) ∈ C
3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|ωaωbωc| = 1
2Re (ωc) =
1
|ωb|2
(∣∣∣∣1− 1ωa
∣∣∣∣2 − 1
)
+
∣∣∣∣1− 1ωb
∣∣∣∣2


Soit T l’application
C1 × C2 −→ C
(A,B) 7−→ trAB.
L’image de T contient toutes les traces d’e´le´ments loxodromiques. En effet, d’apre`s la
relation (5.3), dans les coordonne´es birapport, cette application est affine re´elle :
trAB = ωch(µ, ν) + ω¯ch(µ¯
−1, ν¯−1) +
1
ωb
h(µ, ν¯−1) +
1
ω¯b
h(µ¯−1, ν) + α.
(5.14)
(Voir la preuve de la proposition 5.15.)
Elle est donc ouverte et ferme´e. Son image est donc un sous-ensemble ouvert et ferme´
du cylindre Clox. Elle contient de plus une ge´ne´ratrice d’apre`s le lemme 5.20 donc est
non-vide. D’ou` le re´sultat.
Rappelons que le groupe fondamental de la sphe`re prive´e de trois points admet la
pre´sentation
〈c1, c2, c3 | c1c2c3 = 1〉
On en de´duit de la proposition 5.21 le
Corollaire 5.22. Soient C1, C2 et C3 trois classes de conjugaisons loxodromiques dans
SU(2,1). Il existe une repre´sentation ρ du groupe fondamental de la sphe`re moins trois
points dans SU(2,1) telle que ρ(ci) ∈ Ci (i = 1, 2, 3).
Chapitre 6
Groupes triangulaires
6.1 Introduction
Rappelons la
De´finition 6.1. Un groupe triangulaire est un repre´sentation ρ du groupe de pre´sentation
〈i1, i2, i3|i2k = 1〉 dans P̂U(2,1). Un groupe triangulaire est dit lagrangien (resp. complexe)
si pour k = 1, 2, 3 ρ(ik) est une re´flexion lagrangienne (resp. une reflexion complexe d’ordre
deux).
Nous parlerons souvent du groupe triangulaire 〈I1, I2, I3〉, ou` Ik ∈ P̂U(2,1) pour dire
que ρ(ik) = Ik.
Dans ce chapitre nous nous inte´ressons aux repre´sentations de F2 = 〈m, n〉 par des
paires de´composables d’e´le´ments d’isome´tries. Si ρ est une telle repre´sentation, il existe
trois involutions isome´triques I1, I2 et I3 telles que
ρ(m) = I1 ◦ I2 et ρ(n) = I3 ◦ I2. (6.1)
I1, I2 et I3 sont soit des re´flexions lagrangiennes, soit des re´flexions complexes d’ordre
deux, fixant point par point une droite complexe.
ρ([m, n]) = I1I2I3I2I2I1I2I3
= (I1I2I3)
2
Notre approche est base´e sur la remarque suivante. Supposons que l’isome´trie (I1I2I3)
2
soit loxodromique, parabolique ou elliptique re´gulie`re. De´finissons alors p2 de la manie`re
suivante :
– Si (I1I2I3)
2 est elliptique re´gulier ou parabolique, p2 est son point fixe.
– Si (I1I2I3)
2 est loxodromique, p2 est son point fixe attractif.
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Posons p3 = I1(p2) et p1 = I3(p2). Nous sommes alors dans la situation suivante :
p2
I1←→ p3 I2←→ p1 I3←→ p2. (6.2)
Remarque 6.2. Avec ces notations, p1 est le point fixe de I2I1I3, et p3 celui I1I3I2.
De´finition 6.3. Nous dirons que I1, I2 et I3 ve´rifient la condition (C) si le cycle de´crit
ci-dessus est non-de´ge´ne´re´, c’est a` dire si i 6= j implique pi 6= pj.
Remarque 6.4. Si p1, p2 et p3 sont confondus en un point de H
2
C
, le groupe 〈I1, I2, I3〉 est
discret si et seulement si il est fini : son sous-groupe d’indice 2 engendre´ par 〈I1I2, I3I2〉
est contenu dans un plongement de U(2) dans PU(2,1). Ces groupes ont e´te´ e´tudie´s par
Falbel et Paupert dans [FP04].
(p1, p2, p3) est un cycle de longueur trois associe´ au triplet (I1, I2, I3). Une fois fixe´s les trois
points du cycle, il suffit de connaˆıtre les triplets d’involutions tels que Ik(pk+1) = pk+2
(indices pris modulo 3) pour de´crire les groupes admettant ce cycle. Posons donc les
de´finitions suivantes.
De´finition 6.5. Nous appellerons DC (respectivement DR) l’ensemble des groupes trian-
gulaires complexes (resp. lagrangiens) 〈I1, I2, I3〉 satisfaisant aux conditions suivantes.
– L’isome´trie (I1I2I3)
2 est parabolique ou loxodromique.
– (I1, I2, I3) ve´rifie la condition (C).
De´finition 6.6. Nous appellerons Dpar
C
(respectivement Dpar
R
) l’ensemble des groupes
triangulaires dans DC (respectivement DR) tels que (I1I2I3)2 est parabolique.
Remarque 6.7. A tout e´le´ment de DR et DC est donc associe´ une repre´sentation R ou C
de´composable de F2 dans PU(2,1) en posant
ρ(m) = I1I2 et ρ(n) = I3I2.
Notons que contrairement au chapitre pre´ce´dent, nous n’imposons aucune restriction sur
les e´le´ments ρ(m) et ρ(n). En particulier DR et DC contiennent des groupes triangulaires
pour lesquels ρ(m) et ρ(n) ne sont pas loxodromiques.
En adoptant le point de vue explicite´ ci-dessus, nous allons de´finir des coordonne´es sur DC
et DR. Dans les deux cas, le cycle (p1, p2, p3) est situe´ dans ∂H2C, car p2 est un point fixe de
ρ([m, n]), et est donc situe´ dans ∂H2
C
. Ces coordonne´es sont obtenues via une construction
ge´ome´trique permettant de parame´trer les triplets d’involutions ve´rifiant (6.2).
Nous allons ainsi de´finir deux applications
cC : DC −→ R3 × [−π
2
,
π
2
]
cR : DR −→ R3 × (S1)3 × [−π
2
,
π
2
].
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Ces deux applications associent a` une repre´sentation des invariants ge´ome´triques. Dans
les deux cas le facteur R3 correspond a` un triplet de longueurs, mesure´es sur les coˆte´s du
triangle ide´al p1p2p3. Le facteur [−π/2, π/2] correspond a` l’invariant de Cartan du triplet
(p1, p2, p3), et, dans le cas de DR, le facteur (S1)3 correspond a` un triplet d’angles entre
R-plans.
Nous allons montrer les propositions suivantes, qui fournissent des crite`res de conjugaisons
dans DC et DR.
Proposition 6.8. L’application cC a les proprie´te´s suivantes.
1. cC est surjective
2. Soient ρ1 et ρ2 dans DC. Sont e´quivalentes
(a) cC(ρ1) = cC(ρ2)
(b) ρ1 et ρ2 sont conjugue´es dans PU(2,1).
Proposition 6.9. L’application cR a les proprie´te´s suivantes.
1. cR est surjective.
2. Soient ρ1 et ρ2 dans DR. Sont e´quivalentes :
(a) cR(ρ1) = cR(ρ2)
(b) ρ1 et ρ2 sont conjugue´es dans PU(2,1).
Notre but est d’identifier les repre´sentations ρ appartenant a` Dpar
C
et Dpar
R
. Nous obtenons
un crite`re de parabolicite´ en termes des deux applications cC et cR dans la section 6.4.
Nous terminerons ce chapitre par une bre`ve description du cas ou` (I1I2I3)
2 est ellip-
tique.
6.2 Les triangles ide´aux et leurs syme´tries
Dans cette section, nous allons rappeler quelques faits au sujet des triangles ide´aux.
Un triangle ide´al est un triplet ordonne´ de points (ses sommets) du bord deH2
C
. Les areˆtes
de ce triangles sont les ge´ode´siques reliant les sommets. Nous avons vu dans le chapitre
1 (page 47) que les triangles ide´aux e´taient classifie´s modulo PU(2,1) par l’invariant de
Cartan A ∈ [−π/2, π/2] (voir the´ore`me 1.89).
Parame´trisation standard des ge´ode´siques Tout au long de ce chapitre, nous allons
utiliser de manie`re importante la parame´trisation suivante des ge´ode´siques reliant deux
points du bord de H2
C
.
Soient p et q deux points au bord de H2
C
. Choisissons des rele`vements p et q de p et
q tels que 〈p,q〉 = −1 Dans ces conditions, la ge´ode´sique σ reliant p et q est parame´tre´e
– en version releve´e – par :
σ(t) = e
t
2p+ e−
t
2q. (6.3)
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t est la longueur d’arc :
d (σ(t), σ(s)) = |t− s|.
Voir [Par03] pour plus de de´tails. Nous appellerons ce choix de parame´trisation des
ge´ode´siques la parame´trisation standard associe´e aux rele`vements p et q de p et q. Il
faut prendre garde au fait que cette parame´trisation de´pend du choix des rele`vements.
Les syme´tries des triangles ide´aux Le lemme suivant, duˆ a` Goldman, de´crit les
syme´tries des triangles ide´aux.
Lemme 6.10. Soit (p1, p2, p3) un triplet de points de ∂H
2
C
, non contenu dans une droite
complexe. Il existe un unique triplet de R-plans L(p1, p2, p3) = (L1, L2, L3), ve´rifiant
ILi e´change pi+1 et pi+2 et fixe pi
les indices e´tant pris modulo trois (voir [Gol99] lemme 7.1.7).
De´monstration. Soit par exemple C23 la droite complexe contenant p2 et p3, et q1 le
projete´ orthogonal de p1 sur C23. Par hypothe`se, p1 et q1 sont distincts. Soient donc γ la
ge´ode´sique reliant p1 et q1, et γ
′ la ge´ode´sique trace´e dans C23 passant par q1 et orthogonale
a` la ge´ode´sique (p2p3). γ et γ
′ s’intersectent en q1 et engendrent des droites complexes
qui sont orthogonales. γ et γ′ sont donc contenues dans un R-plan L1, qui contient p1, et
intersectent C23 le long d’une ge´ode´sique orthogonale a` (p2p3).
Remarque 6.11. En de´finissant le groupe de syme´trie d’un triangle ide´al de la meˆme
fac¸on que pour les te´trae`dres ide´aux (voir le chapitre 4), le lemme 6.10 implique que
ge´ne´riquement, les triangle ide´aux admettent S3 comme groupe de syme´trie, les transpo-
sitions e´tant antiholomorphes. Les e´le´ments d’ordre trois du groupe de syme´trie sont E
et E−1, avec E = IL1 ◦ IL2 = IL2 ◦ IL3 = IL3 ◦ IL1 . E est un e´le´ment elliptique d’ordre
trois qui permute cycliquement p1, p2 et p3. Les trois R-plans L1, L2 et L3 s’intersectent
au point fixe de E, qui est en fait le barycentre de p1, p2 et p3.
Etant donne´ trois points de ∂H2
C
, le lemme 6.10 nous fournit trois re´flexions lagran-
giennes de re´fe´rence, ve´rifiant (6.2). Les R-plans L1, L2 et L3, fixe´s par ces trois re´flexions
lagrangiennes vont nous servir de configurations de re´fe´rence pour de´finir les application
cC et cR sur DC et DR. Le premier pas est donne´ par le lemme suivant.
Lemme 6.12. Soient p1, p2 et p3 trois points dans ∂H
2
C
. Il existe un choix de rele`vements
des ces trois points tel que le R-plan Li coupe la ge´ode´sique (pi+1pi+2) en son point de
parame`tre 0 pour la parame´trisation standard.
De´monstration. Relevons p1, p2 et p3 en p1, p2 et p3 de sorte que
〈p1,p2〉 = 〈p2,p3〉 = −1 et 〈p3,p1〉 = −eiA (6.4)
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σ1(s1)σ2(s2)
σ3(s3)
s3
s1 s2
Fig. 6.1 – Orientation des ge´ode´siques reliant les points du cycle.
Les trois ge´ode´siques σ1 = (p2p3), σ2 = (p3p1) et σ3 = (p1p2) admettent les parame´trisations
standards 

σ1(s1) = e
s1/2p2 + e
−s1/2p3
σ2(s2) = e
−iAes2/2p3 + e−s2/2p1 avec si ∈ R et − π2 6 A 6 π2 .
σ3(s3) = e
s3/2p1 + e
−s3/2p2
(6.5)
Les ge´ode´siques σi sont donc oriente´es comme indique´ sur la figure 6.1.
Si p et q sont deux points de ∂H2
C
releve´s de sorte de 〈p,q〉 = −1, la projection d’un
point z sur la ge´ode´sique (pq) admet le rele`vement suivant (voir [Par03]).√
|〈z,q〉|
|〈z,p〉| · p +
√
|〈z,p〉|
|〈z,q〉| · q
Dans le cas qui nous inte´resse, |〈pi,pj〉| = 1. Les composantes selon pi+1 et pi+2 de la
projection de pi sur σi sont donc e´gales. Le re´sultat en de´coule.
Remarque 6.13. Pour e´crire cette parame´trisation de σ2 en utilisant la forme 6.3, nous
nous sommes ramene´s au cas ou 〈p1,p3〉 = −1, en multipliant le rele`vement initial de p3
par e−iA.
Notations Par la suite, nous appelleronsmk l’intersection de σk et Lk. Nous appellerons
L′k le R-plan passant par mk, orthogonal a` Lk (i.e. d’angle (π/2, π/2)). L
′
k contient donc
σk et mk.
Dans le cas ou` les trois points p1, p2 et p3 sont situe´s dans une droite complexe, les
trois R-plans Li ne sont plus uniques : il existe un cercle de R-plans P tels que IP (pi) = pi
et IP (pi+1) = pi+2.
Nous terminons ce paragraphe par le lemme suivant, qui nous servira dans la de´finition
de cR (voir le paragraphe 6.3.3).
Lemme 6.14. Soit P un R-plan tel que IP e´change pi+1 et pi+2. P intersecte L
′
i en un
point de σi, et l’angle entre P et L
′
i a pour mesure (π/2, θi) avec θi ∈ [0, π[.
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pi
pi+1
pi+2
L′i
mi
Pi
Li
σi
b
b
b
b
b
Fig. 6.2 – Positions relatives de Pi et Li.
De´monstration. IP e´change les extre´mite´s de σi, donc admet un point fixe a` l’inte´rieur
de σi. C’est l’intersection de P avec σi ⊂ L′i. Le fait que IP e´change les extre´mite´s de
σi impose que l’angle entre P et L
′
i lu dans la droite complexe engendre´e par σi a pour
mesure π/2. Voir la figure sche´matique 6.2.
Remarque 6.15. Notons que θi peut prendre n’importe quelle valeur dans [0, π[ : pour tout
θ ∈ [0, π[, il existe un R-plan e´changeant pi+1 et pi+2 dont l’angle avec L′i a pour mesure
(π/2, θ).
6.3 Coordonne´es sur DC et DR
6.3.1 Les involutions e´changeant deux points du bord
Commenc¸ons par la
Proposition 6.16. Soient p et q deux points de ∂H2
C
.
– Il existe une famille a` un parame`tre t ∈ R de re´flexions complexes d’ordre deux R
telles que R(p) = q.
– Il existe une famille a` deux parame`tres (t, θ) ∈ R × [0, π[ de R-plans P tels que
IP (p) = q.
De´monstration. Soient L la droite complexe contenant p et q, et σ la ge´ode´sique reliant
p et q. On parame`tre σ par l’abscisse curviligne t ∈ R. Soit Q un R-plan quelconque
contenant p et q (donc σ).
– Toute re´flexion complexe complexe d’ordre deux e´changeant p et q a pour miroir la
droite complexe orthogonale a` L en un point de parame`tre t de σ.
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– Tout R-plan P tels que IP (p) = q contient une ge´ode´sique trace´e dans L, orthogonale
a` σ. A tout point de σ, de parame`tre t ∈ R est associe´ un cercle de tels R-plans,
parame´tre´s par leur angle avec Q, de mesure (π/2, θ) (θ ∈ [0, π[).
Nous allons maintenant expliciter ces deux familles d’involutions e´changeant deux points
du bord. Etant donne´s p et q, deux points au bord de H2
C
, choisissons deux rele`vements p
et q tels que 〈p,q〉 = 1, et munissons la ge´ode´sique σ qui les relie de la parame´trisation
donne´ par 6.3. Soit alors pour tout re´el t le vecteur
c(t) =
1√
2
e
t
2p− 1√
2
e−
t
2q (6.6)
Pour tout t ∈ R, le vecteur c(t) ve´rifie 〈c(t), c(t)〉 = 1. En utilisant la proposition 1.36
page 34, on ve´rifie que la re´flexion par rapport a` la droite complexe C(t) a` laquelle c(t)
est polaire e´change p et q.
Pour obtenir des matrices associe´es aux re´flexions lagrangiennes e´changeant p et q,
travaillons dans la base (p,p⊠ q,q). Dans cette base, la forme hermitienne a pour matrice
Jp,q =

 0 0 −10 〈p⊠ q,p⊠ q〉 0.
−1 0 0


On obtient cette fois pour les re´flexions e´changeant p et q
Mt,α =

 0 0 −e−t−iα0 −e2iα 0
−et−iα 0 0

 .
Si l’on travaille dans un mode`le associe´ a` une forme J fixe´e, il est attache´ a` J et Jp,q
une transformation de Cayley. Pour obtenir des matrices, dans le mode`le dans lequel on
travaille, il faut conjuguer Mt,α par la transformation de Cayley en respectant l’antiholo-
morphie des re´flexions lagrangienne (voir la remarque 1 page 40). Si P est un rele`vement
de la transformation de Cayley, la nouvelle matrice s’e´crit PMt,αP−1. On ve´rifie alors que
PMt,αP−1PMt,αP−1 = Id.
6.3.2 Groupes triangulaires complexes : coordonne´es sur DC.
De´finissons maintenant l’application cC.
A
¯
tout triplet de re´flexions complexes d’ordre deux (I1, I2, I3) tel que I1I2I3 est non-
elliptique on associe le quadruplet
cC (I1, I2, I3) = (t1, t2, t3,A) ∈ R× R× R× [−π
2
,
π
2
] (6.7)
de la manie`re suivante :
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p2
p1 p3
b
b
bm3 m1
m2
b
b
b
|t2|
|t3|
|t1|
Fig. 6.3 – Coordonne´es sur DC.
– A est l’invariant de Cartan du triplet (p1, p2, p3).
– Le miroir de Ik coupe σk au point de parame`tre tk (en utilisant la parame´trisation
des trois ge´ode´siques donne´e par la relation 6.5 page 111.) Voir la figure 6.3.
D’apre`s la proposition 6.16 et la relation (6.6), les trois re´flexions complexes I1, I2 et I3
ont pour miroirs respectifs les droites complexes polaires aux vecteurs

c1 =
1√
2
(
et1/2p2 − e−t1/2p3
)
c2 =
1√
2
(
e−iAet2/2p3 − e−t2/2p1
)
avec (t1, t2, t3) ∈ R3 et − π2 6 A 6 π2 .
c3 =
1√
2
(
et3/2p1 − e−t3/2p2
)
(6.8)
Remarque 6.17. La valeur absolue de ti est la distance d (σk(tk), mk).
Nous pouvons maintenant prouver la proposition 6.8.
De´monstration. de la proposition 6.8
1. cC est surjective. En effet, soit (t1, t2, t3,A) ∈ R3 × [−π/2, π/2]. Fixons un triplet
de points (p1, p2, p3) au bord de H
2
C
, d’invariant de Cartan A. Pour i, j et k deux a`
deux distincts, soit σi la ge´ode´sique joignant pj et pk. Munissons σ1, σ2 et σ3 d’un
parame´trage standard adapte´, tel qu’en (6.5). D’apre`s la proposition 6.16, il existe
un unique triplet de re´flexions complexes (I1, I2, I3) tel que Ii e´change pj et pk et
fixe le point de parame`tre ti de σi. Par construction cC(I1, I2I3) = (t1, t2, t3,A).
2. – b implique a car les quantite´s t1, t2, t3 et A sont des invariants de conjugaison de
la configuration.
– Prouvons l’autre implication. Soient (I1, I2, I3) et (I
′
1, I
′
2, I
′
3) deux triplets de re´flexions
complexes tels que
cC (I1, I2, I3) = cC(I
′
1, I
′
2, I
′
3).
6.3. Coordonne´es sur DC et DR 115
Soient (p1, p2, p3) et (p
′
1, p
′
2, p
′
3) les triplets de points associe´s respectivement a`
(I1, I2, I3) et (I
′
1, I
′
2, I
′
3) comme en (6.2). Par hypothe`se, ces deux triplets ont meˆme
invariant de Cartan. Il existe donc g ∈ PU(2,1) tel que g(pi) = p′i (i = 1, 2, 3).
Appelons ck (resp. c
′
k) le miroir de Ik (resp. I
′
k). Vu le choix fait pour la pa-
rame´trisation des trois ge´ode´siques σi, et l’expression ci-dessus pour les ck, le fait
que tk = t
′
k implique que g(ck) = c
′
k.
6.3.3 Le cas R-de´composable : coordonne´es sur DR.
Dans ce cas, le produit I1I2I3 est antiholomorphe. Nous dirons qu’il est non-elliptique
s’il n’a pas de point fixe a` l’inte´rieur de H2
C
. Si c’est le cas, I1I2I3 et son carre´ (I1I2I3)
2 =
ρ ([m, n]) ont exactement les meˆmes points fixes.
Rappelons qu’au triplet (I1, I2, I3) sont associe´s canoniquement les objets suivants :
– P1, P2 et P3, les trois R-plans fixe´s respectivement par I1, I2 et I3.
– le triplet de points (p1, p2, p3) tel que Ii(pj) = pk, pour i, j et k deux a` deux distincts.
– les trois ge´ode´siques σ1, σ2 et σ3 reliant respectivement p2 et p3, p1 et p3 et p1 et p2.
– les trois points ιk, intersections de Pk avec σk.
– les trois R-plans L1, L2 et L3 tels que ILi(pi) = pi et ILi(pj) = pk (voir le lemme
6.10). Nous appellerons mk l’intersection (orthogonale) de Lk avec σk.
– les trois R-plans L′k intersectant Lk au point mk ∈ γk avec un angle de mesure
(π/2, π/2). Notons que L′k contient γk car il est orthogonal a` Lk.
Ik intersecte donc L
′
k au point ιk. Pk e´changeant les extre´mite´s de γk, le produit Ik ◦ IP ′k
stabilise la droite complexe engendre´e par γk. De plus, l’angle entre Pk et L
′
k est de la
forme (π/2, βk). Par conse´quent, la donne´e de βk de´termine un unique R-plan parmis tous
ceux qui intersectent γk en ιk et qui permutent les exte´mite´s de γk.
Nous supposerons les trois ge´ode´siques σ1, σ2 et σ3 e´quipe´es d’un parame´trage standard
satisfaisant aux conditions du lemme 6.12. En conse´quence mk est le point de parame`tre
0 de σk.
De´finissons l’application cR .
Soit (I1, I2, I3) un triplet de re´flexions lagrangiennes tel que I1I2I3 est non-elliptique. Au
triplet (I1, I2, I3), on associe
cR (I1, I2, I3) (t1, θ1, t2, θ2, t3, θ3,A) ∈ (R× [0, π[)3 × [−π
2
,
π
2
] (6.9)
de la manie`re suivante :
– A est l’invariant de Cartan du triplet (p1, p2, p3).
– ιk, intersection de Pk et L
′
k, est le point de parame`tre tk de la ge´ode´sique σk.
– L’angle entre Pk et L
′
k a pour mesure (π/2, θk) (voir le lemme 6.14)
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Remarque 6.18. La valeur absolue de ti est exactement la distance se´parant mi = Li ∩ σi
et le point ιi = Pi ∩ σi
Remarque 6.19. Il n’existe pas d’e´quivalent des vecteurs polaires pour les re´flexions la-
grangiennes. Il n’existe donc pas de description aussi simple que 6.8 pou les groupes
triangulaires lagrangiens. Il serait possible de donner des matrices de rele`vement de I1, I2
et I3, mais leur complexite´ les rend peu parlantes.
De´monstration. de la proposition 6.9
1. La preuve de la surjectivite´ de cR est la meˆme que pour cC, a ceci pre`s qu’il faut
utiliser la remarque 6.15 pour montrer que θ1, θ2 et θ3 parcourent [0, π[.
2. – De meˆme que pre´ce´demment, b implique a car toutes les quantite´s implique´es
sont des invariants de conjugaison.
– Si deux groupes triangulaires lagrangiens (I1, I2, I3) et (I
′
1, I
′
2, I
′
3) ont meˆme image
par cR, quitte a` conjuguer dans PU(2,1), on peut supposer qu’sls ont le meˆme
cycle (p1, p2, p3). Pour tous ti et θi il existe un unique R-plan e´changeant pj et pk,
coupant σi en son point de parame`tre ti, ayant un angle de mesure (π/2, θi) avec
L′i. Le re´sultat en de´coule directement.
6.4 Quand le commutateur est-il parabolique ?
Nous nous inte´ressons dans cette section a` l’e´ventuelle parabolicite´ du commutateur
de [I1I2, I3I2] = (I1I2I3)
2. Nous allons commencer par donner une condition ne´cessaire
de parabolicite´ du commutateur commune a` DC et DR. Cette condition repose sur le fait
que si (I1I2I3)
2 est parabolique et fixe p2, alors I1I2I3 stabilise toute horosphe`re centre´e
en p2. Nous commenc¸ons donc par le lemme suivant,qui de´crit les horosphe`res centre´es en
un point p en utilisant le parame´trage standard des ge´ode´siques issue de p.
Lemme 6.20. Soit p un point de ∂H2
C
et p un rele`vement fixe´ de p. Pour tout point
q ∈ ∂H2
C
, on choisit q le seul rele`vement de q tel que 〈p,q〉 = 1, et on munit la ge´ode´sique
γq = (pq) du parame´trage standard t → γq(t) associe´ a` p et q. Alors, les horosphe`res
centre´es en p sont exactement les ensembles
Hs =
{
γq(s), q ∈ ∂H2C \ {p}
}
.
De´monstration. Utilisons le mode`le de Siegel. Soient alors q1 et q2 deux points distincts
de ∂H2
C
, distincts de p, et A l’invariant de Cartan du triplet (q1, p, q2) (voir de´finition
1.86). En normalisant la situation, on peut supposer que p est a` l’infini, et que p, q1 et q2
admettent les rele`vements
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q1 =

 −e−iAi√2 cosAe−iA/2
1

 , p =

−10
0

 et q2 =

00
1

 . (6.10)
En e´crivant les parame´trages standards des deux ge´ode´siques pq1 et pq2, puis en les
renormalisant de fac¸on a` ce que la dernie`re coordonne´e soit 1, on obtient les parame´trages
suivants :
γq1(t1) =

 −et1 − e−iAi√2 cosAe−iA/2
1

 et γq2(t2) =

−et20
1

 . (6.11)
Les coordonne´es horosphe´riques de γq1(t1) et γq2(t2) sont donc (voir le chapitre 1 page
23) :
γq1(t1) :
(√
i cosAe−iA/2, sinA, et1
)
γq2(t2) :
(
0, 0, et2
)
.
Par conse´quent, les points γ1(t1) et γ2(t2) sont situe´s sur une meˆme horosphe`re centre´e
en p si et seulement si t1 = t2.
Remarque 6.21. Dans le lemme pre´ce´dent, il est crucial de fixer un rele`vement de p, et
d’utiliser le meˆme pour tous les points q de ∂H2
C
.
Le lemme 6.22 va nous permettre de 〈〈 suivre 〉〉 une horosphe`re le long du cycle p1– p2–
p3.
Lemme 6.22. Soit I une isome´trie d’ordre deux e´changeant deux points p et q de ∂H2
C
.
Munissons la ge´ode´sique γ = (pq) du parame´trage standard. Soit alors s ∈ R l’abscisse
curviligne du point de γ fixe´ par I.
L’image par I de l’horosphe`re centre´e en p et intersectant γ en son point de parame`tre
t est l’horosphe`re centre´e en q intersectant γ en son point de parame`tre 2s− t.
De´monstration. I agit sur γ comme un demi tour euclidien sur R. Par conse´quent, le
point de parame`tre t de γ est envoye´ par I sur le point de parame`tre 2s− t. Le re´sultat
de´coule alors de ce qu’une horosphe`re est entie`rement de´finie par la donne´e de son centre
et d’un point qu’elle contient.
Proposition 6.23. Soient p1, p2 et p3 trois points de ∂H
2
C
, et soit γi la ge´ode´sique re-
liant pi+2 a` pi+1 munie du parame´trage standard. Soient I1, I2 et I3 trois involutions
isome´triques telles que Ik e´change pk+1 et pk+2, et fixe le point de parame`tre tk de γk. Si
l’e´le´ment I1I2I3 est parabolique, alors
t1 + t2 + t3 = 0
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Voir la figure 6.1.
De´monstration. Soit H une horosphe`re centre´e en p2. On suppose que H intersecte γ3
en son point de parame`tre a ∈ R. Vu le lemme 6.22, I3 envoie H sur H ′, l’horosphe`re
centre´e en p1, intersectant γ3 en son point de parame`tre 2t3 − a. D’apre`s le lemme 6.20,
H ′ intersecte la ge´ode´sique γ2 = (p1p3) en son point de parame`tre a − 2t3 (on a change´
de signe pour tenir compte de l’orientation des ge´ode´siques). En appliquant, ensuite I2 et
I1, on constate que I1I2I3 envoie H sur l’horosphe`re centre´e en p, intersectant γ3 en son
point de parame`tre a + 2(t1 + t2 + t3). Comme les e´le´ments paraboliques stabilisent les
horosphe`res, on obtient le re´sultat.
La proposition 6.23 donne donc une condition ne´cessaire de parabolicite´ sur DR et DC.
Elle n’est pas suffisante : une transformation stabilisant une horosphe`re de centre p peut
eˆtre parabolique, mais elle peut aussi eˆtre une re´flexion complexe dont le miroir contient
p dans son adhe´rence. Les deux propositions 6.24 et 6.25 identifient ces cas de´ge´ne´re´s,
nous les e´nonc¸ons avant de les prouver successivement.
Proposition 6.24. Soit ρ une repre´sentation appartenant a` DC,
telle que
cC(ρ) = (t1, t2, t3,A) .
ρ appartient a` Dpar
C
si et seulement si t1 + t2 + t3 = 0 et
cos(A) 6= 1 + r
2
1 (1 + r
2
2)
2r1(1 + r2 + r1r2)
ou` rk = e
tk (k = 1, 2).
Proposition 6.25. Soit ρ une repre´sentation appartenant a` DR, telle que
cR(ρ) = (t1, θ1, t2, θ2, t3, θ3,A).
ρ appartient a` Dpar
R
si et seulement si t1 + t2 + t3 = 0 et
e2i(θ1−θ2+θ3) 6= τ
τ¯
avec τ = r21r
2
2 − r22e2iθ1 + e2i(θ1−θ2).
Dans le cas d’e´galite´, ρ(m) et ρ(n) commutent.
La de´monstration de ces deux re´sultat se fait par le calcul. Nous normalisons le triplet
(p1, p2, p3), e´crivons des matrices pour les trois involutions associe´es a` un point de DR et
DC et de´terminons par un calcul direct si le produit I1I2I3 pour DC et (I1I2I3)2 pour DR
est une re´flexion complexe ou l’identite´.
– Pour le cas de DR, il faut utiliser la matrice pour l’inversion par rapport a` un R-plan
donne´e en terme de centre et rayon du R-cercle au premier chapitre (voir le lemme
1.66 page 40).
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– Pour le cas de DC, il faut utiliser les vecteurs polaires au miroirs des re´flexions.
Nous donnons a` la fin de la section les e´le´ments ne´cessaires a` ce calcul. En utilisant les
matrices que nous donnons, on peut calculer de fac¸on pre´cise la trace de (I1I2I3)
2 dans
DC et DR. On montre alors les re´sultats suivant :
Proposition 6.26. Soit ρ un point de DC tel que cC(ρ) = (t1, t2, t3,A). Soit I1, I2 et I3
les trois re´flexions complexes associe´es. On a
tr ρ ([m, n]) = tr(I1I2I3)
2 = e−2iA
(
e2i(t1+t2+t3) + e−2i(t1+t2+t3)
)
+ e4iA.
Proposition 6.27. Soit ρ un point de DR tel que cR(ρ) = (t1, θ1, t2, θ2, t3, θ3A). Soit I1, I2
et I3 les trois re´flexions lagrangiennes associe´es. On a
tr ρ ([m, n]) = tr(I1I2I3)
2 = e2i(t1+t2+t3) + e−2i(t1+t2+t3) + 1.
On retrouve ainsi le fait que la condition t1 + t2 + t3 = 0 est ne´cessaire. De plus,
on constate la diffe´rence de comportement pour les points de DC et DR ou` (I1I2I3)2, le
commutateur de I1I2 et I3I2 est parabolique :
– Si le groupe triangulaire 〈I1, I2, I3〉 appartient a` DR et est tel que (I1I2I3)2 est
parabolique, alors (I1I2I3)
2 est une translation de Heisenberg (de trace re´elle e´gale
a` 3).
– Si le groupe triangulaire 〈I1, I2, I3〉 appartient a` DC, et est tel que (I1I2I3)2 est
parabolique, alors (I1I2I3)
2 est ellipto-parabolique et sa trace vaut 2e−2iA + e4iA.
Cette dernie`re quantite´ parame´trise le 〈〈 triangle des traces paraboliques 〉〉, ∆ (cf
page 26).
Nous de´duisons de cette dernie`re remarque la
Proposition 6.28. Soit C une classe de conjugaison ellipto-parabolique. Il existe une
repre´sentation ρ, C-de´composable de F2 dans PU(2,1) telle que ρ([m, n]) ∈ C.
D’ou`
Proposition 6.29. Soit C une classe de conjugaison parabolique. Il existe une repre´sentation
R ou C-de´composable de F2 dans PU(2,1) telle que ρ ([m, n]) ∈ C.
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Preuve des propositions 6.24 et 6.26
Choisissons un repre´sentant particulier d’un point de DC en normalisant les trois points
p1, p2 et p3. Quitte a` conjuguer, on peut supposer que le cycle est
p1 =

 −e−iAi√2 cosAe−iA/2
1

 , p2 =

−10
0

 et p3 =

00
1


Soit donc le point de DC de coordonne´es (t1, t2, t3,A). Les miroirs des trois re´flexions
complexes de´composant ρ(m) et ρ(n) sont polaires aux vecteurs c1, c2 et c3 obtenus par
les relations 6.8.
Les trois vecteurs e´tant de norme unite´, l’inversion Ik s’e´crit Z → −Z + 2〈Z, ck〉ck ou
encore, sous forme matricielle
−Id+ 2ckc∗k,
ou` c∗k de´signe la forme line´aire duale de ck : c
∗
k(Z) = 〈Z, c〉. Matriciellement, c∗k = Jc¯k.
Nous obtenons de cette manie`re les trois matrices suivantes pour I1, I2 et I3.
I1 =

 0 0 et10 −1 0
e−t1 0 0


I2 =


−e−(t2+iA) i√2 cosAe−(t2+iA/2) e−t2
−i√2 cosAeiA/2 (1− e−(t2+iA)) 2 cosAe−t2 − 1 −i√2 cosAe−t2+iA/2
2 cosh t2 − 2 cosA i
√
2 cosAe−iA/2
(
1− e−(t2−iA)) −e−(t2−iA)


I3 =


−et3−iA −i√2 cosAeiA/2 (1− e−(−t3+iA)) 2 cosh t3 − 2 cosA
i
√
2 cosAe−(−t3+iA/2) 2 cosAet3 − 1 i√2 cosAe−iA/2 (1− et3+iA)
et3 −i√2 cosAet3+iA/2 −et3+iA


Dans ces conditions, ρ([m, n]) est parabolique si et seulement si (I1I2I3) l’est. L’isome´trie
(I1I2I3) fixant le point a` l’infini, elle est repre´sente´e par une matrice triangulaire supe´rieure
de SU(2,1) dont la forme est donne´e par la relation 1.5 page 30. On ve´rifie par le calcul
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que, dans le cas ou t1 + t2 + t3 = 0, les parame`tres z, θ et t de la relation 1.5 sont alors
donne´s par
z = i
√
cosAe3iA/2
(
eiA − et1+t2 + et1−iA) ,
(6.12)
t = −2et1 sinA− |z|2 tanA,
(6.13)
θ = 3A+ π.
D’apre`s le crite`re donne´ page 30, I1I2I3 est parabolique si et seulement si
|z|2 (1 + cos θ)
sin θ
− t 6= 0.
Cette condition se re´crit
|z|2 cos (2A)− cosA
cosA sin 3A
+ 2et1 sinA 6= 0
ou encore
|z|2 6= 2et1 cosA sinA sin (3A)
cosA− cos 2A
et apre`s simplification
|z|2 6= 2et1 cosA(cosA+ cos 2A)
On obtient alors le re´sultat annonce´ dans la proposition 6.24 en injectant dans cette
dernie`re relation la valeur de z donne´e ci-dessus.
Lorsque la relation t1 + t2 + t3 n’est pas ve´rifie´e, I1I2I3 est donne´e par la matrice
I1I2I3 =

−w a b0 w¯
w
c
0 0 −1
w¯


avec
w = exp (t1 + t2 + t3 − iA)
a = i
√
2 cosA (exp (t1 + t2 + t3 − iA/2)− exp (t1 + t2 + iA/2) + exp (t1 + 3iA/2))
b = exp(t1) + exp (t1 + t2 + t3) + exp (t1 + t2 − t3) + exp (t1 − t2 − t3)
−2 cosA (exp(t1 + t2) + exp(t1 − t3)) + exp(t1 + 2iA)
c = −i
√
2 cosA (exp (3iA/2)− exp (iA/2− t3) + exp(−t2 − t3 − iA/2))
On obtient ainsi la valeur de la trace annonce´e dans la proposition 6.26.
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Preuve des propositions 6.25 et 6.27
On proce`de de la meˆme manie`re que pour la proposition 6.24, mais en utilisant une autre
normalisation des trois points p1, p2 et p3. Cette fois,
p1 =
√
cosA

00
1

 , p2 = −1√
cosA

10
0

 et p3 = √cosA

−1 + i tanA√2
1


Ces trois vecteurs satisfont les conditions 6.4. Dans cette normalisations, les R-plans
de re´fe´rence L1 L2 et L3 sont fixe´s par les trois involutions lagrangiennes associe´es aux
matrices Iref1 (A), I
ref
2 (A) et I
ref
3 (A) :
Iref1 (A) =

 −e−iA 0 0√2 cosA eiA 0
cosA
√
2 cosA −e−iA

 Iref2 (A) =

1
√
2 −1 + i tanA
0 −1 √2
0 0 1


Iref3 (A) =

 0 0 1/ cosA0 −eiA 0
cosA 0 0


De´finition 6.30. Soit P iti,θi,A le R-plan qui intersecte σi au point de parame`tre ti et fait
un angle (π/2, θ) avec L′i, tel que dans le lemme 6.14. Soit I
i
ti,θ,A
l’inversion lagrangienne
associe´e.
Notons rk = exp tk. Les inversions I
i
ti,θ,A
sont associe´es aux matrices
M1t1,θ1,A =


−e−iAr21 −
√
2e−iA
(
r21 − e2iθ1
) 1
r21 cosA
(
1− r21e2iθ1(1 + e−2iA) + r41e−2iA
)
√
2 cosAr21 2r
2
1 cosA− e2i(θ1−A) −
√
2e−iA
(
r21 − e2iθ1
)
r21 cosA
√
2 cosAr21 −e−iAr21


M2t2,θ2,A =


1
r2
√
2
r22
(−1 + i tanA)
r22
√
2 cosAeiA
(
r22e
2iθ2 − 1)
r22
−1 + e
2iA − r22e2i(θ2+A)
r22
√
2
r22
cosA
r22
(
2r22e
2iθ2 cosA− eiA − r42e−iA
) √
2 cosAeiA
(
e2iθ2 − 1
r22
)
1
r22


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M3t3,θ3,A =


0 0
r23
cosA
0 −ei(A+2θ3) 0
cosA
r23
0 0


En calculant le produitM =M1M2M3, on obtient un rele`vement C du commutateur par
C =MM .
Remarque 6.31. Les matrices M iti,θi,A, ci-dessus, ainsi que M ne sont pas dans SU(2,1),
mais dans U(2,1). Cependant la matrice C = MM est, elle, dans SU(2,1). Nous n’avons
pas normalise´ ces trois matrices pour ne pas alourdir leur e´criture.
Dans le cas ou` t1 + t2 + t3 = 0, C est soit parabolique, soit l’indentite´. Si C est
l’identite´, alors M−1 = M . Nous allons obtenir la condition de la proposition 6.25 en
calculant M −M−1.
Calculons M . On obtient
M =


(r1r2r3)
−2 z¯ (r1r2r3)
−2 e2i(θ1+θ3−θ2)
√
2 (r1r2r3)
−2 (−|z|2 + it)
0 −e2i(θ1+θ3−θ2) z√2
0 0 (r1r2r3)
2

 (6.14)
avec
z = r23e
2i(θ1−θ2) − r23r32e2i(θ1) + (r1r2r3)2
et t = tanA ((r1r2r3)
4 − (r2r3)4 + r43) + 2r21(r2r3)4 sin (2θ1)
+2(r1r2)
2r43 sin 2 (θ2 − θ1)− 2r22r43 sin (2θ2)
En supposant ve´rifie´e l’e´galite´ t1 + t2 + t3 = 0, qui se traduit par r1r2r3 = 1, calculons
M −M−1. Nous obtenons
M −M−1 =

0 −a
√
2 0
0 0 a
√
2
0 0 0


ou`
a = −e
2i(θ2−θ1)
r21r
2
2
+
e−2iθ1
r21
− 1 + e−2iθ2
(
e2i(θ2−θ1) +
1
r21r
2
2
− e
2iθ2
r21
)
Par conse´quent, l’isome´trie (I1I2I3)
2 est parabolique si et seulement si a 6= 0, ce qui se
traduit par
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e2iθ3 6= e2i(θ2−θ1) r
2
1r
2
2 − r22e2iθ1 + e2i(θ1−θ2)
r21r
2
2 − r22e−2iθ1 + e2i(θ2−θ1)
.
On en de´duit le re´sultat
Remarque 6.32. La condition donne´e par la proposition 6.25x ne fait pas intervenir l’in-
variant de Cartan A. Dans la forme de M donne´e par la relation 6.14, A n’intervient que
dans t, et disparaˆıt lorsque l’on calcule M −M−1.
6.5 Commutateur elliptique.
Nous terminons ce chapitre par une bre`ve description des cas ou` ρ ([m, n]) est elliptique
re´gulier. Dans ces conditions, nous appelons toujours p2 son point fixe, p3 = I1(p2) et
p1 = I3(p2). Cette fois, les trois points sont situe´s a` l’inte´rieur de H
2
C
. Comme dans le
cas ou` le commutateur est non-elliptique, nous commenc¸ons par de´crire les re´flexions
complexes qui e´changent deux points de H2
C
.
Proposition 6.33. Soient p et q deux points de H2
C
.
– Il existe une unique re´flexion complexe d’ordre deux R telle que R(p) = q.
– Il existe un cercle de R-plans P tels que IP (p) = q.
De´monstration. Soient C la droite complexe contenant p et q, σ la ge´ode´sique reliant p
et q, et m le milieu du segment ge´ode´sique [pq]. Toute involution e´changeant p et q fixe
m et stabilise C. Par conse´quent :
– La seule re´flexion complexe d’ordre deux e´changeant p et q a pour miroir la droite
complexe orthogonale a` C en m.
– Les seuls R-plans P tels que IP (p) = q sont ceux qui contiennent la ge´ode´sique
trace´e dans C othogonale a` σ en m. Il existe un cercle de tels R-plans.
Nous allons maintenant donner une forme explicite de ces involutions dans les deux cas
holomorphes et antiholomorphes.
Dans le cadre des hypothe`ses de la proposition 6.33, on peut choisir des rele`vements p et
q de p et q tels que
〈p,p〉 = 〈q,q〉 = −1 et 〈p,q〉 > 0
Notons qu’alors 〈p,q〉2 = cosh (ρ(p, q)/2) > 1. Par suite, le vecteur p + q est de norme
positive :
〈p+ q,p+ q〉 = −2 + 2〈p,q〉
Posons alors
upq =
1
2(〈p,q〉 − 1)(p+ q).
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Le vecteur upq est polaire a` une droite complexe Cpq, et la re´flexion complexe d’ordre deux
par rapport a` Cpq e´change p et q. Pour ce qui est des re´flexions lagrangiennes e´changeant
p et q, elles ont pour matrices dans la base (non-orthogonale) (p,q,p⊠ q)
Mα =

 0 e−iα 0e−iα 0 0
0 0 −e2iα

 avec α ∈ [0, π[.
M ve´rifieMαMα = Id. Ecrire la matrice d’une isome´trie dans la base (p,q,p⊠ q) revient
a` travailler dans le mode`le de H2
C
associe´ a` la forme de signature (2,1) ayant pour matrice
Jp,q =

 −1 〈p,q〉 0〈q,p〉 −1 0
0 0 〈p⊠ q,p⊠ q〉

 .
On obtient ensuite des matrices dans le mode`le de travail de meˆme que dans la section
6.3.1.
6.5.1 Repre´sentations C-de´composables.
D’apre`s la proposition 6.33, pour toute paire de point de H2
C
, il existe une unique
re´flexion d’ordre deux par rapport a` une droite complexe qui les e´change. En conse´quence,
on obtient directement le lemme suivant
Lemme 6.34. Soit (p1, p2, p3) un triplet de points distincts de H
2
C
. Il existe un unique
triplet de droites complexes (C1, C2, C3), tel que, en notant Ik la re´flexion d’ordre deux
par rapport a` Ck tel que Ik(pk+1) = pk+2 (indices pris modulo 3).
La proposition suivante est une conse´quence directe.
Proposition 6.35. Soient (I1, I2, I3) et (I
′
1, I
′
2, I
′
3) deux triplets de re´flexions complexes
tels que les produit I1I2I3 et I
′
1I
′
2I
′
3 soient elliptiques re´guliers. Soient (p1, p2, p3) et (p
′
1, p
′
2, p
′
3)
les cycles associe´s. Les deux conditions suivantes son e´quivalentes
– g ∈ PU(2,1) ve´rifie gIkg−1 = I ′k pour k = 1, 2, 3.
– g ∈ PU(2,1) ve´rifie g(pk) = p′k.
On peut donc obtenir un ensemble de coordonne´es en normalisant le cycle : tout triplet
de points de H2
C
est e´quivalent sous PU(2,1) a` un triplet (q1, q2, q3) donne´ dans le mode`le
de la boule par
q1 = (0, x2) , q2 = (0, 0) et q3 = (x1, z2) ou` x1, x2 ∈]0, 1[ (6.15)
126 Chapitre 6. Groupes triangulaires
6.5.2 Repre´sentations R-de´composables.
Toujours d’apre`s la proposition 6.33, il existe un cercle de re´flexions lagrangiennes
e´changeant deux points donne´s de H2
C
. Nous allons de´crire une famille de re´fe´rence qui
nous fournira des coordonne´es. q1, q2 et q3 de´signent toujours les points de´finis par 6.15.
Fixons un triplet de R-plans Q1, Q2 et Q3 tels que Qi contienne qi+1 et qi+2 (indices pris
modulo 3). Pour i = 1, 2, 3, soit alors P θii le R-plan de´fini de la manie`re suivante :
– La re´flexion par rapport Iθii par rapport a` P
θi
i e´change qi+1 et qi+2.
– L’angle entre P θii et Qi a pour mesure (π/2, θi) avec θi ∈ [0, π[
Ces conditions de´finissent un unique R-plan, car le fait que Iθii e´change qi+1 et qi+2 impose
que la compose´e IQi ◦ Iθii stabilise la droite complexe engendre´e par qi+1 et qi+2.
On en de´duit la proposition suivante
Proposition 6.36. Soit (I1, I2, I3) un triplet de re´flexions lagrangiennes tel que (I1I2I3)
2
est elliptique re´gulier. Il existe un unique (x1, x2, z2) ve´rifiant xi ∈]0, 1[ et z2 ∈ C tel et
un unique triplet (θ1, θ2, θ3) ∈ [0, π[ tel que le triplet (I1, I2, I3) est conjugue´ dans PU(2,1)
a` (Iθ11 , I
θ2
2 , I
θ3
3 ).
Chapitre 7
Tore e´pointe´ et groupes triangulaires
lagrangiens.
7.1 Introduction
Dans le chapitre 5, nous avons donne´ un crite`re de de´composabilite´ des groupes en-
gendre´s par deux e´le´ments loxodromiques en un groupe triangulaire lagrangien. Nous
avons vu de plus que si ρ est une repre´sentation telle que ρ(m) et ρ(n) sont loxodromiques,
et telle que le commutateur ρ ([m, n]) est parabolique pur et conjugue´ a` une translation
de Heisenberg non verticale, alors ρ est R-de´composable. Nous allons maintenant de´crire
une famille de repre´sentations discre`tes, fide`les, pre´servant le type et R-de´composables
du groupe fondamental du tore e´pointe´ (voir de´finition 5.9). Nous allons utiliser pour la
de´crire les coordonne´es sur DR de´crites au chapitre pre´ce´dent. Une telle repre´sentation
peut eˆtre vue comme la donne´e de trois re´flexions lagrangiennes I1, I2 et I3 ve´rifiant
– Le groupe engendre´ par I1, I2 et I3 est discret et isomorphe au produit libre de trois
copies de Z/2Z.
– Les deux e´le´ments A = I1 ◦ I2 et B = I3 ◦ I2 sont loxodromiques.
– Leur commutateur [A,B] est parabolique.
– Tout e´le´ment non loxodromique du sous-groupe d’indice deux engendre´ par A et B
est parabolique, et conjugue´ dans 〈A,B〉 a` une puissance de [A,B].
Rappelons que T1,1 de´signe l’espace de Teichmu¨ller du tore e´pointe´. Notre objectif prin-
cipal est de de´montrer le
The´ore`me 7.1. Il existe une famille a` un parame`tre −π/2 6 α 6 π/2 d’applications
φα : T1,1 −→ Hom(F2,PU(2,1))
satisfaisant aux conditions suivantes.
1. φα1([ρ1]) = φα2([ρ2]) si et seulement si α1 = α2 et [ρ1] = [ρ2]
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2. Pour tout [ρ] ∈ T(1,1) et pour tout α ∈ [−π/4, π/4], φα([ρ]) est une classe de
repre´sentations discre`tes, fide`les, pre´servant le type et R-de´composables du groupe
fondamental du tore e´pointe´.
3. Pour tout [ρ] ∈ T(1,1), φα([ρ]) stabilise un R-plan si et seulement si α = 0.
4. Le segment (φα)|α|<π/4 est maximal : si π/4 < |α| 6 π/2, il existe [ρ] ∈ T(1,1) telle
que φα([ρ]) contient un e´le´ment elliptique, et est par conse´quent non-discre`te ou
non-fide`le.
Pour ce faire, nous allons devoir prouver la discre´tude de groupes engendre´s par des
re´flexions lagrangiennes. Nous allons dans ce but appliquer le re´sultat suivant.
The´ore`me 7.2. Soit Γ, Γ1, · · · , Γn des sous-groupes de PU(2,1) tels que la re´union des
Γi engendre Γ. Supposons qu’il existe des ensembles ouverts U1, · · · , Un de H2C satisfaisant
aux conditions suivantes
– Pour tout g dans Γi, g.Ui ∩ Ui = ∅
– U =
⋂
Ui est non-vide
– Ui
⋃
Uj = H
2
C
si i 6= j.
Alors
1. Le groupe Γ est les produit libre des Γi.
2. Pour tout g dans Γ, g ·D ∩D = ∅
3. Γ est discret.
Ce the´ore`me, qui est bien connu pour les groupes de Schottky, est de nature topo-
logique. Il est donc e´galement valable dans H2
C
, et la de´monstration est identique (voir
[Rat94], page 584). On peut e´galement conside´rer l’action d’un groupe sur ∂H2
C
au lieu
de H2
C
. Le re´sultat reste valable en remplac¸ant les ouverts de H2
C
par des ouverts de ∂H2
C
.
Dans notre cas, le groupe Γ est engendre´ par trois re´flexions lagrangiennes I1, I2 et I3,
et il y a trois sous-groupes 〈I1〉, 〈I2〉 et 〈I3〉.
Pour appliquer le the´ore`me ci-dessus, nous allons associer a` l’involution chaque Ik une
hypersurface stable par Ik, se´parant l’espace en deux composantes connexes e´change´es
par Ik. Dans ce but, nous allons introduire les R-surfaces spinales (voir la de´finition 7.9).
Ce sont des hypersurfaces de H2
C
feuillete´es par des R-plans, et stables par l’inversion par
rapport a` chacune de leurs feuilles. La principale difficulte´ dans la preuve est de montrer
que deux R-surfaces spinales sont disjointes. Les deux propositions 7.18 et 7.21 fournissent
des conditions suffisantes pour garantir que deux R-surfaces spinales sont disjointes.
Ces hypersurfaces sont similaires dans leur de´finition aux surfaces spinales (aussi ap-
pele´es bissecteurs) de´finies par Mostow. Nous commenc¸ons donc par rappeler quelques
faits au sujet des surfaces spinales.
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7.2 Les surfaces spinales
De´finition 7.3. Soit γ une ge´ode´sique deH2
C
et C la droite complexe qu’elle engendre. La
surface spinale de spine re´elle γ, est l’image re´ciproque de γ par la projection orthogonale
sur C. C est sa spine complexe.
De nombreuses proprie´te´s des bissecteurs sont de´crites dans le chapitre 5 de [Gol99].
La terminologie de surface spinale est due a` Mostow, mais on lui pre´fe`re souvent le terme
de bissecteur. Dans tout le chapitre, nous allons utiliser le terme de spine. Malgre´ de
longues discussions, il n’existe pas encore de terme satisfaisant pour traduire spine. A
de´faut, nous continuerons donc a` appeler la spine spine.
Remarque 7.4. Soit γ une ge´ode´sique de H2
C
, et C, l’unique droite complexe contenant γ
(voir le lemme 1.28, page 32). L’unicite´ de C montre qu’il y a une correspondance bijective
entre les ge´ode´siques de H2
C
et les surfaces spinales : toute ge´ode´sique est contenue dans
une unique surface spinale dont elle est la spine re´elle. On appelle parfois les extre´mite´s
de la spine re´elle les sommets de la surface spinale.
Les surfaces spinales apparaissent naturellement lors de l’utilisation du proce´de´ de Diri-
chlet pour construire des domaines fondamentaux (voir [Mos80, Der05]), qui ne´cessite
l’utilisation des hypersurfaces de H2
C
forme´es des points e´quidistants de deux points
donne´e (voir [Gol99]) :
Proposition 7.5. 1. Soient p et q deux points de H2
C
, et E(p, q) l’ensemble des points
m de H2
C
e´quidistants de p et q. E(p, q) est une surface spinale.
2. Toute surface spinale est obtenue comme lieu des points e´quidistants de deux points
de H2
C
.
Les bissecteurs ont la remarquable proprie´te´ de posse´der un double feuilletage par des
sous-espaces totalement ge´ode´siques. Ainsi, S, la surface spinale associe´e a` la ge´ode´sique
γ contenue dans la droite complexe C, posse`de :
– Un feuilletage en droite complexes, donne´ par les fibres de la projection sur C au
dessus de γ. Ces fibres s’appellent les paralle`les de S.
– Un feuilletage singulier en R-plans, dont les feuilles sont les R-plans contenant γ.
Ce feuilletage a deux points singuliers, qui sont les extre´mite´s de γ. Ces R-plans
s’appellent les me´ridiens de S.
A chacune des feuilles complexes ou re´elles est associe´e une involution, re´flexion complexe
ou lagrangienne, qui pre´serve le bissecteur.
Si B est un bissecteur, B ∩ ∂H2
C
est appele´e une sphe`re spinale. Les deux feuilletages en
R-plans et droites complexes de S se traduisent par deux feuilletages de la sphe`re spinale
associe´e, en R-cercles et C-cercles, qui sont repre´sente´s sur la figure 7.1.
Malgre´ la simplicite´ de leur de´finition, les bissecteurs sont des objets assez complexes. A
titre d’exemple, la proposition suivante est due a` Goldman (voir [Gol99], the´ore`me 5.5.1).
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Feuilletage en C-cercles Feuilletage singulier en R-cercles
Fig. 7.1 – Les deux feuilletages de la sphe`re spinale associe´e a` un bissecteur.
Proposition 7.6. Soient B un bissecteur, et x et y deux points de B. La ge´ode´sique
reliant x et y est contenue dans B si et seulement si x et y sont contenus dans un paralle`le
commun ou dans un me´ridien commun.
De plus, si B est un bissecteur, aucun des deux demi-espaces de´finis par B n’est convexe.
7.3 De´finition et premie`res proprie´te´s des R-surfaces
spinales
Posons la de´finition suivante :
De´finition 7.7. Une R-surface est une hypersurface de H2
C
feuillete´e par des R-plans.
Cette de´finition autorise une grande flexibilite´ dans la construction d’une R-surface. Le
principal objet de cette partie va eˆtre l’e´tude d’un type particulier de R-surface : les
R-surfaces spinales (voir de´finition 7.9).
Lemme 7.8. Soit P un R-plan et γ ⊂ P une ge´ode´sique. Soit Π la projection orthogonale
sur P , et S l’image inverse de γ par Π. S est une R-surface.
De´monstration. Le feuilletage de S est donne´ par les fibres de Π au-dessus de γ, et S est
home´omorphe a` ]− 1, 1[×D, ou` D est le disque ouvert (voir la section 1.4.3).
Suivant Mostow, posons la
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∂H2
R
Fig. 7.2 – Vues depuis les axes des x = y = 0 et y = t = 0 d’une R-sphe`re spinale
orthogonale a` ∂H2
R
.
De´finition 7.9. On appellera R-surface spinale toute R-surface obtenue comme image
re´ciproque d’une ge´ode´sique γ par la projection orthogonale sur un R-plan P . Nous no-
terons cette R-surface spinale Sγ,P , et l’appellerons la R-surface spinale construite sur γ
par rapport a` P .
Si S est une R-surface, il lui est naturellement associe´ l’hypersurface du bord de H2
C
,
∂S = ∂H2
C
∩ S. ∂S est appele´e la R-sphe`re associe´e a` S. Nous appellerons R-sphe`re
spinale une R-sphe`re associe´e a` une R-surface spinale.
Proposition 7.10. Soient P un R-plan, et γ = (γ(s))s>0 une ge´ode´sique trace´e dans P ,
et C la droite complexe engendre´e par γ. Fixons β ∈ [0, π/2].
Pour tout s > 0, soit Qs le R-plan contenant γ(s), d’angle (π/2, β) par rapport a` P et
tel que IQs ◦ IP stabilise C.
Alors, S =
⋃
s>0Qs est une R-surface spinale.
(Voir le chapitre 1, section 1.4.2 pour la de´finition des angles entre R-plans se´cants.)
De´monstration. Soit P ′ le R-plan contenant γ, d’angle (0, π/2 − β) avec P . L’angle 0
signifie que P et P ′ contiennent tous deux γ. On ve´rifie simplement que Qs est orthogonal
a` P ′ pour tout s > 0 (i.e. d’angle (π/2, π/2)). S est donc l’image re´ciproque de γ par la
projection orthogonale sur P ′.
Dans la preuve du the´ore`me 7.1, nous utiliserons cette description des R-surfaces spinales.
De´finition 7.11. Nous appellerons la R-surface spinale construite dans la proposition
7.10 la R-surface spinale sur γ d’angle β par rapport a` P . Elle sera note´e Sβγ,P .
Notons ici pour la cohe´rence des notations, que S
π
2
γ,P = Sγ,P .
Remarque 7.12. Comparaison des R-surfaces spinales et des bissecteurs
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Fig. 7.3 – Projection de la ge´ode´sique reliant deux points de Sγ,P sur P .
1. De meˆme que deux bissecteurs, deux R-surfaces spinales sont isome´triques. C’est
une conse´quence directe de leur de´finition.
2. Soit Sγ,P une R-surface spinale. La ge´ode´sique γ est l’analogue de la spine re´elle, et
P l’analogue de la spine complexe. P peut eˆtre vu comme la spine lagrangienne.
3. Contrairement, au cas des bissecteurs (voir la remarque 7.4), γ ne de´termine pas
uniquement P : il existe un cercle de R-plans contenant un ge´ode´sique γ donne´e, et
donc un cercle de R-sphe`res spinales de spine γ.
4. Une R-surface spinale posse`de, par de´finition, un feuilletage re´gulier par des R-plans,
mais en revanche ne contient qu’une seule droite complexe, qui est celle engendre´e
par γ.
Comme toutes les hypersurfaces d’une varie´te´ a` courbure non constante, les R-surfaces
spinales ne sont pas totalement ge´ode´siques. Plus pre´cise´ment, le re´sultat suivant est un
e´quivalent pour les R-surfaces de la proposition 7.6 sur les bissecteurs. Elle de´coule du
fait que la projection orthogonale d’une ge´ode´sique sur un R-plan n’est en ge´ne´ral pas un
segment ge´ode´sique.
Proposition 7.13. Soit S une R-surface spinale. Soient x et y deux points contenus dans
S. La ge´ode´sique reliant x et y est contenue dans S si et seulement si x et y sont contenus
dans une meˆme feuille de S ou dans la droite complexe engendre´e par la spine de S.
La proposition suivante est une conse´quence directe de la de´finition des R-surfaces spinales
et du fait qu’une re´flexion lagrangienne pre´serve l’orthogonalite´.
Proposition 7.14. Soit P un R-plan et γ ⊂ P une ge´ode´sique. Soit Q une feuille de la
R-surface spinale Sγ,P . La re´flexion lagrangienne IQ stabilise Sγ,P , et e´change les deux
composantes connexes de H2
C
\ Sγ,P .
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7.4 Conditions de disjonction de deux R-surfaces spi-
nales
Dans la section 7.5, ou` nous allons montrer le the´ore`me 7.1 annonce´ dans l’introduction
du chapitre, nous allons construire des domaines fondamentaux dont les faces sont des
R-surfaces spinales. Nous aurons besoin de pouvoir garantir que ces faces sont disjointes.
Le crite`re que nous allons obtenir est base´ sur le lemme suivant.
Lemme 7.15. Soient S1 = Sγ1,P1 et S2 = Sγ2,P2 deux R-surfaces spinales, dont les feuille-
tages sont donne´s par
S1 =
⋃
s1
Q(1)s1 et S2 =
⋃
s2
Q(2)s2 .
Soit I
(k)
sk l’inversion par rapport au R-plan Qsk . Alors S1 et S2 sont disjointes si et seule-
ment si pour tout couple (s1, s2) de parame`tres l’isome´trie I
(1)
s1 ◦ I(2)s2 est loxodromique.
De´monstration. S1 et S2 sont disjointes si et seulement si toute feuille de S1 est disjointe
de toute feuille de S2. Le re´sultat est une conse´quence directe du lemme 1.69.
La proposition 7.15 montre la ne´cessite´ de pouvoir tester quand le produit de deux
re´flexions lagrangiennes est loxodromique, donc de calculer sa trace. Nous disposons
d’apre`s le chapitre 1, d’une forme matricielle pour les re´flexions lagrangiennes en terme
des parame`tres du R-cercle associe´ (centre et rayon). Le lemme suivant fait le lien entre
ces parame`tres et les angles entre R-plans a` l’aide desquels nous avons e´crit la proposition
7.10.
Lemme 7.16. Soit P un R-plan ve´rifiant IP ([0, 0]) = ∞, d’angle
(
π
2
, π
2
+ α
)
avec le
R-plan H2
R
. Alors
– Le R-cercle associe´ est centre´ en [0, 0].
– Il existe r > 0 tel que le rayon de ∂P soit r2e2iα.
De´monstration. La premie`re assertion est juste la de´finition du centre d’un R-cercle (voir
de´finition 1.59). Remarquons que le fait que IP ([0, 0]) = ∞ impose que l’angle entre P
et H2
R
lu dans la ge´ode´sique complexe engendre´e par ∞ et [0, 0] a pour mesure π/2.
Conside´rons alors le R-cercle centre´ en [0, 0] et de rayon r2e2iα. D’apre`s le lemme 1.66, la
matrice (dans SU(2,1)) de l’inversion associe´e est
M =

 0 0 −u−1r20 −u2 0
−u−1r−2 0 0

 avec u = e 2iα3 et r > 0.
L’action de IP s’e´crit vectoriellement Z → MZ . L’inversion par rapport a` H2R a pour
matrice l’identite´. L’application line´aire Z → MZ est donc un rele`vement de IP ◦ IH2
R
.
Les angles de l’e´le´ment elliptique IP ◦ IH2
R
sont π/2 et π/2 + α.
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De´finition 7.17. Dans la suite de ce chapitre, nous appellerons Mr,β la matrice ci-dessus
pour l’inversion par rapport au R-cercle de centre [0, 0] et de rayon r2e2iβ.
Nous allons maintenant donner une condition de disjonction de deux R-surfaces spi-
nales qui suffira a` la preuve du the´ore`me 7.1.
Soit g la fonction de´finie sur R+ par
g(l) =
− cosh(l)− 3 +
√
9 cosh2(l) + 70 cosh(l) + 65
4 (cosh(l) + 1)
(Voir la figure 7.5)
Proposition 7.18. Soient γ1 et γ2 deux ge´ode´siques ultraparalle`les trace´es dans un R-
plan P , a` distance mutuelle l > 0. Soient α1 et α2 deux re´els satisfaisant aux conditions
suivantes.
1. −π
2
<
2
3
(α1 + 2α2) <
π
2
et −π
2
<
2
3
(2α1 + α2) <
π
2
.
2. g(l) < cos
2
3
(α1 − α2) < 1.
Alors
S
π/2+α1
γ1,P
⋂
S
π/2+α2
γ2,P
= ∅.
De´monstration. Utilisons les coordonne´es du mode`le de Siegel pour le calcul. Soient Qr1
et Qr2 (avec r1 et r2 positifs) les feuilles de S
π/2+α1
γ1,P
et S
π/2+α2
γ2,P
respectivement. En norma-
lisant, on peut se ramener a` la situation suivante :
– γ1 et γ2 sont trace´es dans le R-plan H
2
R
⊂ H2
C
.
– En coordonne´es de Heisenberg, les extre´mite´s de γ1 sont [0, 0] et ∞, les extre´mite´s
de γ2 sont [1, 0] et [x, 0] avec x > 1 (voir la figure) .
Les deux parame`tres x et l sont lie´s par la relation suivante
x =
cosh (l/2) + 1
cosh(l/2)− 1 . (7.1)
Nous allons utiliser x, qui est plus commode pour les calculs.
Dans les conditions de la normalisation ci-dessus, les feuilles de S
π/2+α1
γ1,P
correspondent
aux R-cercles centre´s en [0, 0] de rayon r1e
2iα1 avec r1 > 0 (cf lemme 7.16).
La R-sphe`re spinale S
π/2+α2
γ2,P
est l’image de S
π/2+α2
γ1,P
par un e´le´ment loxodromique h ve´rifiant
– h([0, 0]) = [1, 0]
– h(∞) = [x, 0]
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∞[0, 0]
[1, 0]
[x, 0]
γ1
γ2
Fig. 7.4 – γ1 et γ2 trace´es dans H
2
R
.
– L’axe de h est transverse a` γ1 et γ2.
1
Un tel h est fourni par l’e´le´ment de SU(2,1) suivant :
h =


x2
x
√
2
1− x
−1
(1− x)2
−x√2 x+ 1
x− 1
√
2
(1− x)2
−1
√
2
x− 1
1
(1− x)2

 .
Un rele`vement a` SU(2,1) de IQr1 ◦ IQr2 est donc donne´ par la matrice
M =Mr1,α1 hMr2,α2 h
−1.
Calculons la trace de M , nous obtenons
T =
(
r21r
2
2 +
x4r21
r22
+
1
r21r
2
2(x− 1)4
+
r22
r21(x− 1)4
)
exp
(
2i
3
(α2 − α1)
)
+
(x+ 1)2
(x− 1)2 exp
(
−4i
3
(α2 − α1)
)
+
2
(x− 1)2
(
r21x
2(x− 1)2 + 1
(x− 1)2r21
)
exp
(
−2i
3
(α1 + 2α2)
)
+
2
(x− 1)2
(
r22 +
x2
r22
)
exp
(
2i
3
(2α1 + α2)
)
. (7.2)
1Cette condition garantit que h n’est pas une syme´trie glisse´e. Si c’e´tait le cas, h enverrait S
pi/2+α2
γ1,P
sur S
pi/2−α2
γ2,P
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Si les conditions de l’e´nonce´ sont satisfaites, alors
cos
2
3
(α1 + 2α2) > 0 , cos
2
3
(2α1 + α2) > 0
cos
2
3
(α2 − α1) > 0 , cos 4
3
(α2 − α1) > 0.
Par ailleurs, comme x > 1, nous avons 2
(
r21r
2
2 +
x4r21
r22
+
1
r21r
2
2(x− 1)4
+
r22
r21(x− 1)4
)
=
1
(x− 1)2
(
r21r
2
2 +
1
r21r
2
2
)
+
x2
(x− 1)2
(
x2(x− 1)2r21
r22
+
r22
x2(x− 1)2r21
)
>
2 (1 + x2)
(x− 1)2
= 1 +
(x+ 1)2
(x− 1)2 (7.3)
Nous en de´duisons donc une minoration de la partie re´elle de T :
Re (T) >
(x+ 1)2
(x− 1)2 cos (2α) +
(
1 +
(x+ 1)2
(x− 1)2
)
cos (α)
= 2
(x+ 1)2
(x− 1)2 cos
2 α +
(
1 +
(x+ 1)2
(x− 1)2
)
cosα− (x+ 1)
2
(x− 1)2
avec α = 2/3(α2 − α1).
Nous obtenons alors par re´solution directe par rapport a` cosα que Re (T) est plus grand
que 3 lorsque
−1 + F
2
4
+
1
4
(
F 4 + 26F 2 + 9
)1/2
< cos(α) < 1 ou` F =
x− 1
x+ 1
= cosh (l/2)−1.
Le membre de gauche de la double ine´galite´ ci-dessus est e´gal a` g(l).
Remarque 7.19. La zone de non-intersection des deux surfaces S
π/2+α1
γ1,P
et S
π/2+α2
γ2,P
peut-
eˆtre vue, dans le plan (α1, α2) comme l’hexagone de´limite´ par les droites
2Je remercie John Parker pour m’avoir sugge´re´ une ame´lioration dans cette ine´galite´.
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x
Fig. 7.5 – Graphe de g = −1 + F
2
4
+
1
2
(
F 4 + 26F 2 + 9
)1/2
en fonction de x.
d1 : α1 + 2α2 =
3π
4
d′1 : α1 + 2α2 = −3π
4
d2 : 2α1 + α2 =
3π
4
d′2 : 2α1 + α2 = −3π
4
dl : α1 − α2 = 3
2
arccos (g(l)) d′l : α1 − α2 = −3
2
arccos (g(l)).
Lorsque x tend vers l’infini, la distance l entre les deux ge´ode´siques de´croˆıt vers 0, et g(l)
tend vers 1. En conse´quence, la zone de non-intersection se ramasse autour de la droite
δ∞ : α1 = α2.
Remarque 7.20.
La proposition suivante est un raffinement de la proposition 7.18 a` un cas un plus
de´licat, ou` les deux ge´ode´siques γ1 et γ2 sont asymptotiques. C’est l’outil technique que
nous utiliserons dans la preuve du the´ore`me 7.1.
Proposition 7.21. Soient γ1 et γ2 deux ge´ode´siques asymptotiques contenues dans un
R-plan P . Les deux R-surfaces spinales S
π/2+α1
γ1,P
et S
π/2+α2
γ2,P
sont disjointes si et seulement
si −π
4
6 α1 = α2 6
π
4
De´monstration. Le sens (⇐) de´coule de la preuve de la proposition pre´ce´dente en passant
a` la limite quand x tend vers ∞.
Pour prouver l’autre implication, nous devons montrer deux choses :
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x = 1.5
α2
α1
x = 200
dl
d′l
dl
d′l
α2
α1
Fig. 7.6 – Zones de non-intersection de S
π/2+α1
γ1,P
et S
π/2+α2
γ2,P
1. Si α1 = α2 est plus grand (resp. petit) strictement que π/4 (resp. −π/4), alors il
existe r1 et r2 tels que IQr1 ◦ IQr2 soit elliptique.
2. Si α1 6= α2 alors il existe r1 et r2 tels que IQr1 ◦ IQr2 soit elliptique.
On peut cette fois normaliser la situation de sorte que γ1 relie [0, 0] et ∞, et γ2 relie [1, 0]
et ∞. De meˆme que dans la preuve de la proposition 7.18, tout se rame`ne a` l’e´tude de la
trace de la matrice,M =Mr1,α1 hMr2,α2 h
−1, ou` cette fois h de´signe l’e´le´ment parabolique
unipotent fixant ∞ :
h =

1 −
√
2 −1
0 1
√
2
0 0 1

 .
L’isome´trie parabolique h envoie [0, 0] sur [1, 0]. Ici,
trM = exp
(
−4i
3
(α2 − α1)
)
+
(
r21
r22
+
r22
r21
+
1
r21r
2
2
)
exp
(
2i
3
(α2 − α1)
)
2
r22
exp
(
2i
3
(2α1 + α2)
)
+
2
r21
exp
(
−2i
3
(2α2 + α1)
)
. (7.4)
1. Supposons que α1 = α2 = α ∈ [−π/2, π/2].
Alors, si de plus r1 = r2 = r et cos 2α < 0
trM = 3 +
4 cos 2α
r2
+
1
r4
.
Dans ces conditions, M est elliptique si et seulement si 0 < r <
(
2
√− cos 2α)−1
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2. Supposons maintenant que α1 6= α2.
Posons maintenant r1 = r2 = 1/
√
r. Apre`s un calcul, trM devient en posant α =
2/3(α2 − α1)
trM = ϕ(α) + r2eiα + 4re−iα/2 cos (α1 + α2). (7.5)
Rappelons que ϕ(α) = 2eiα + e−2iα, est un parame´trage du bord du 〈〈 triangle
elliptique 〉〉 ∆ (voir la remarque 1.12 page 26). De plus la tangente a`∆ en un point
de parame`tre α tel que α3 6= 1 a pour direction e−iα/2.
La relation 7.5 montre donc qu’a` α1 et α2 fixe´s, et lorsque r = r
−2
1 = r
−2
2 varie, trM
de´crit un arc de parabole P donc l’origine est au point ϕ(α), et correspond a` r nul.
De plus, on ve´rifie que P et ∆ partagent la meˆme tangente T a` l’origine de P. Or
le contact entre P et T est d’ordre 2, celui entre ∆ et T est d’ordre 1. Il s’en suit
qu’au voisinage de r = 0, P est situe´ entre ∆ et T .
Les points de P situe´s entre ∆ et T correspondent a` des traces elliptiques, donc a`
des feuilles des deux R-surfaces spinales qui s’intersectent.
7.5 Preuve du the´ore`me principal
Description de la famille φα
Nous allons utiliser sur l’espace de Teichmu¨ller de tore e´pointe´ T(1,1) les coordonne´es
que nous avons de´crites au chapitre 2. Tout point [ρ] de T(1,1) est donc repre´sente´ par un
unique triplet (t1, t2, t3) tel que t1 + t2 + t3 = 0.
Rappelons que la DR est l’ensemble des groupes triangulaires lagrangiens tels que (I1I2I3)2
est parabolique ou loxodromique, et qui satisfont a` la condition de non-de´ge´ne´rescence
(C) (voir la de´finition 6.3 page 108).
Supposons fixe´e une famille Λ de repre´sentants des classes de conjugaison des points de
DR, par exemple, celle utilise´e au chapitre pre´ce´dant. Tout point de DR/PU(2,1) est donc
repre´sente´ par un unique groupe triangulaire Λ(t1, θ1, t2, θ2, t3, θ3,A) tel que
cR(Λ(t1, θ1, t2, θ2, t3, θ3,A)) = (t1, θ1, t2, θ2, t3, θ3,A).
Associons finalement a` tout groupe triangulaire G = 〈I1, I2, I3〉 son sous-groupe d’in-
dice deux G2 = 〈I1I2, I3I2〉. A tout point de DR/PU(2,1) est donc associe´e une classe de
repre´sentation de F2 dans PU(2,1), dont un repre´sentant est Λ(t1, θ1, t2, θ2, t3, θ3,A)2.
De´finissons alors φα par
φα : T(1,1) −→ DR
(t1, t2, t3) 7−→ [Λ
(
t1,
π
2
+ α, t2,
π
2
+ α, t3,
π
2
+ α, 0
)
2
]
(7.6)
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Avant de poursuivre, notons que pour tout α et pour tout triplet (t1, t2, t3) ∈ R3 le
cycle (p1, p2, p3) associe´ au groupe Λ
(
t1,
π
2
+ α, t2,
π
2
+ α, t3,
π
2
+ α, 0
)
comme en 6.2 (page
108) est contenu dans un R-plan, car la dernie`re composante, qui correspond a` l’invariant
de Cartan, est nulle. Nous supposerons de`s lors ces trois points fixe´s jusqu’a` la fin du
chapitre.
Injectivite´ de φα
Vue la de´finition des coordonne´es sur DR donne´e au chapitre 6, les parame`tres ti, θj
et A (nul ici) sont des invariants, qui d’apre`s la proposition 6.9 de´terminent la classe
de conjugaison de Λ(t1, θ1, t2, θ2, t3, θ3,A). La premie`re assertion du the´ore`me en de´coule
donc : φα est injective.
Discre´tude, fide´lite´, pre´servation du type
Nous allons montrer dans ce paragraphe que pour tout α ∈ [−π/4, π/4], toute repre´sentation
ρ donne´e par un triplet de re´flexions lagrangiennes I1, I2, I3 telle que
cR(ρ) = (t1, π/2 + α, t2, π/2 + α, t3, π/2 + α, 0)
est discre`te et fide`le et que les seuls e´le´ments paraboliques dans le groupe 〈I1, I2, I3〉 sont
conjugue´s a` des puissances d’un produit cyclique IiIjIk avec i, j et k deux a` deux distincts.
La famille Λ de repre´sentants des classes de conjugaison e´tant fixe´e, a` tout triplet (t1, t2, t3) ∈
R3 est associe´ par φα un triplet de re´flexions lagrangiennes
(
I t1,α1 , I
t2,α
2 , I
t3,α
3
)
. Pour tout
re´el s, notons P s,αk le R-plan fixe´ par I
s,α
k . Pour k = 1, 2, 3, posons alors
Sαk =
⋃
s∈R
P s,αk .
D’apre`s les deux propositions 7.10 et 7.14, Sk est une R-surface spinale stable par I
tkα
k et
telle que I tk ,αk e´change les deux composantes deH
2
C
\Sαk . Comme p1, p2 et p3 sont contenus
dans un R-plan commun, la proposition 7.21 s’applique : Sαi et S
α
j sont disjointes, et leurs
adhe´rences s’intersectent en pk.
Nous travaillerons jusqu’a` la fin de ce paragraphe a` α fixe´, et a` t1, t2 et t3 fixe´s
tels que t1 + t2 + t3 = 0.
Pour simplifier l’e´criture nous omettrons de´sormais t1, t2, t3 et α dans les notations :
nous noterons les trois re´flexions lagrangiennes I1, I2 et I3, et les trois R-surfaces spinales
S1, S2 et S3. Nous allons donc montrer que le groupe engendre´ par I1I2 et I3I2 est une
repre´sentation discre`te, fide`le et pre´servant le type du groupe fondamental du tore e´pointe´.
Nous allons utiliser les notations suivantes :
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– Pour k = 1, 2, 3, soit Bk la composante de H
2
C
\ Sk ne contenant pas pk et B′k la
composante contenant pk.
– Soit l’intersection ∆ =
3⋂
k=1
B′kk.
— Discre´tude et fide´lite´ —
Les trois ensembles ouverts B′1, B
′
2 et B
′
3, associe´es respectivement aux sous-groupes
〈I1〉, 〈I2〉, et 〈I3〉 satisfont aux hypothe`ses du the´ore`me 7.2 (voir page 128). Par suite le
groupe engendre´ par I1, I2 et I3 est discret et admet la pre´sentation 〈i1, i2, i3|i2k = 1〉. De
plus, l’ouvert ∆ a la proprie´te´ suivante
g ·∆ ∩∆ = ∅, pour tout g 6= Id. (7.7)
Le sous-groupe d’indice deux de 〈I1, I2, I3〉 engendre´ par I1I2 et I3I2 est donc e´galement
discret. La repre´sentation ρ de F2 dans PU(2,1) de´finie par ρ(m) = I1I2 et ρ(n) = I3I2 est
une repre´sentation fide`le du groupe fondamental du tore e´pointe´. En effet, (7.7) contredit
l’existence d’un mot non-trivial w ∈ F2 tel que ρ (w) = Id.
Remarque 7.22. Le fait que Ik (∆) ∩∆ = ∅ montre que ∆ est contenu dans un domaine
fondamental pour l’action de 〈I1, I2, I3〉.
— Pre´servation du type —
Notons A = I1I2 et B = I3I2. Nous allons maintenant montrer la proposition suivante.
Proposition 7.23. Soit g un e´le´ment du groupe 〈A,B〉 diffe´rent de l’identite´. Alors
– ou g est loxodromique
– ou g est parabolique, et est alors conjugue´ a` une puissance, e´ventuellement ne´gative,
de [A,B].
De´monstration. Soit g un mot en A et B, distinct de l’identite´. Il s’e´crit gn · · · g1, ou`
chaque gk de´signe l’une des involutions I1, I2 et I3. Quitte a` re´duire cycliquement g (dans
le groupe 〈I1, I2, I3〉), on peut supposer que gn 6= g1. Soit alors, pour tout k, Dk, celle des
trois boules B1, B2, B3 qui est associe´e a` gk
3.
Dans ces conditions, g a un point fixe dans D1 et un point fixe dans Dn. En effet, soit
x ∈ Dn. Nous avons suppose´ que g1 6= gn. Par suite, D1 ∩ Dn est vide, et g1 · x ∈ D1.
On ve´rifie alors que pour tout k, gk · · · g1 · x ∈ Dk, et donc que g · x ∈ Dn. Le mot g
stabilise donc Dn et admet par conse´quent un point fixe dans Dn. Le meˆme raisonnement
applique´ a` g−1 montre que g admet un point fixe dans D1. Par conse´quent, si g admet un
seul point fixe, c’est force´ment l’un des pk : il est dans D1 ∪Dn.
Le groupe 〈A,B〉 e´tant une repre´sentation discre`te et fide`le de F2, g ne peut eˆtre elliptique.
Les points fixes de g sont donc situe´s au bord de H2
C
. Il y a donc a priori trois possibilite´s :
3en convenant que Bj est associe´e a` Ij
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1. g est loxodromique, admet deux points fixes distincts qui sont respectivement conte-
nus dans D1 et Dn.
2. g est loxodromique et ses deux points fixes sont : l’un des trois points (p1, p2, p3),
ainsi qu’un autre point, contenu dans l’une des boules Bk.
3. g est parabolique et son point fixe est l’un des pk.
Nous pouvons d’ores et de´ja` e´carter la seconde possibilite´, car elle s’oppose a` la discre´tude :
dans ce cas 〈A,B〉 contiendrait un sous-groupe non discret car engendre´ par un e´le´ment
parabolique et un e´le´ment loxodromique ayant un point fixe en commun.
Il nous reste donc a` montrer que dans le dernier cas g est conjugue´ a` une puissance de
[A,B]. Pour ce faire, commenc¸ons par e´tudier l’action du groupe monoge`ne engendre´ par
[A,B], qui fixe p2. Supposons dore´navant que p2 est le point ∞ de ∂H2C.
Avant tout, remarquons que [A,B] est parabolique pur, et conjugue´ a` une translation
de Heisenberg non-verticale. En effet, la paire (A,B) e´tant R-de´composable, d’apre`s le
the´ore`me 5.19 et la proposition 6.25, si ce n’e´tait pas le cas, A et B commuteraient.
D’apre`s la discussion pre´cedente, A = I1I2 a un point fixe dans B1 et un dans B2, et
B = I3I2 a un point fixe dans B3, et un dans B2. Ils n’ont donc pas les meˆmes points
fixes. Or deux e´le´ment loxodromiques commutent si et seulement si ils ont les meˆmes
point fixes (proposition 1.19).
Soit ∆2 la re´union de ∆ et de I2(∆). ∆
2 est un polye`dre qui a quatre faces : S1, S3,
S ′3 = I2(S3) et S
′
1 = I2(S1). Comme Ik(Sk) = Sk, ces faces sont identifie´es de la manie`re
suivante :
A(S ′1) = S1 et B(S
′
3) = S3.
Remarque 7.24. Appliquons le the´ore`me 7.2 a` l’action du groupe 〈A,B〉 sur ∂H2
C
en
utilisant les deux sous-groupes 〈A〉 et 〈B〉, dont l’union engendre 〈A,B〉. Nous obtenons
que ∂∆2 est contenu dans un domaine fondamental pour l’action de 〈A,B〉 sur ∂H2
C
. Nous
de´signons ici par ∂∆2 l’intersection de l’adhe´rence de ∆2 dans H2
C
avec ∂H2
C
.
Conside´rons alors les quatre images de ∆2 suivantes :
∆2A = A(∆
2), ∆2AB = AB(∆
2), ∆2ABA−1 = ABA
−1(∆2), ∆2[A,B] = [A,B](∆
2).
Les cinq polye`dres ∆2, ∆2A, ∆
2
AB, ∆
2
ABA−1 et ∆
2
[A,B], ainsi que les identifications de leurs
faces par des e´le´ments du groupe 〈A,B〉 sont repre´sente´s sche´matiquement sur la figure
7.7. Soit Ω, la partie de ∂H2
C
comprise entre les R-sphe`res spinales ∂S1 et [A,B] (∂S1) (ces
deux R-surfaces spinales sont marque´es d’un carre´ noir  sur la figure 7.7). Ω contient la
re´union W = ∂∆2 ∪ ∂∆2A ∪ ∂∆2AB ∪ ∂∆2ABA−1, qui est un voisinage de p2 =∞ dans Ω.
Les deux R-sphe`res spinales qui bordent Ω sont identifie´es par [A,B]. Par ailleurs, la
repre´sentation e´tudie´e e´tant R-de´composable, [A,B] est parabolique pur. Il de´coule alors
du lemme 7.25 ci-dessous que les images de Ω pavent ∂H2
C
.
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Soit alors g un e´le´ment du stabilisateur de p2 =∞ non-inclu dans le groupe engendre´ par
[A,B]. L’isome´trie g e´tant parabolique (et fixant ∞), pour tout x ∈ ∂H2
C
∩ ∂∆2, la suite
gn(x) tend vers ∞. Par ailleurs, comme W est un voisinage de l’infini dans Ω, W ′, de´fini
comme la re´union ∪k∈Z[A,B]k(W) est un voisinage de l’infini dans ∂H2C. Par suite, gn(x)
appartient a` W ′ pour n assez grand. Par conse´quent, il existe y ∈ ∂∆2 et k un entier
relatif tels que
gn(x) = [A,B]k(y)
Ceci s’oppose a` la remarque 7.24, sauf si g est dans le groupe engendre´ par [A,B].
Lemme 7.25. Soit m un point de ∂H2
C
et p un e´le´ment parabolique fixant m. Supposons
donne´es S1 et S2, deux R-surfaces spinales adjacentes en m et telles que p(S1) = S2, et
soit U la partie de ∂H2
C
comprise entre les deux R-sphe`res spinales ∂S1 et ∂S2. Les images
de U par le groupe engendre´ par p pavent ∂H2
C
.
De´monstration. Quitte a` conjuguer, on peut supposer que m est l’infini (dans le mode`le
de Siegel), et que p admet le rele`vement
1 x
√
2 −x2
0 1 −x√2
0 0 1

 avec x ∈ R
Soit alors q1 ∈ ∂H2C un point de ∂S1, de coordonne´es de Heisenberg [z1, t1]. L’orbite de q1
sous le groupe engendre´ par p est l’ensemble {[(z1 + kx, t1 − 2kxIm (z1)]), k ∈ Z}, qui est
contenu dans le R-cercle Dq1 parame´tre´ par {[z1 + s, t1 − 2sIm (z1)], s ∈ R}. Ce R-cercle
est exactement l’orbite de q1 pour le groupe a` un parame`tre G = {[s, 0], s ∈ R}.
Par hypothe`se, q2 = p(q1) appartient a` ∂S2 ∩ Dq1. Les images de l’intervalle [q1, q2]
pavent donc le R-cercle Dq1.
Les orbites du groupe a` un parame`tre G feuillettent le groupe de Heisenberg. Il suffit
donc pour conclure de ve´rifier qu’elles intersectent toutes ∂S1. Cela de´coule de la propo-
sition 7.26 et de la remarque qui la suit.
Proposition 7.26. Soit S une R-surface spinale de spine γ, et P un R-plan contenant
une extre´mite´ de γ, note´e p ∈ ∂H2
C
. P et S s’intersectent dans H2
C
.
De´monstration. Utilisons le mode`le de Siegel. Quitte a` normaliser la situation, on peut
supposer que S est la R-surface spinale construite sur la ge´ode´sique reliant [0, 0] et∞, par
rapport au R-plan H2
R
, et que p est le point ∞. Les feuilles de S, sont donc orthogonales
au R-plan H2
R
, et correspondent donc a` des R-cercles centre´s en [0, 0]. Soit Ir la re´flexion
par rapport a` la feuille de parame`tre r de S (r = et, ou` t de´signe l’abscisse curviligne).
Les lemmes 7.16 et 1.66 montrent alors que les re´flexions lagrangiennes par rapport aux
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feuilles de S admettent les rele`vements suivant
Mr =

 0 0 r20 1 0
1/r2 0 0

 avec r > 0.
Par ailleurs, le lemme 1.67 (page 40) fourni un rele`vement Jz,t,θ de la re´flexion IP par
rapport a` P pour pour tout R-plan contenant ∞. Les trois nombres z, t et θ sont les
parame`tres de´finissant le R-plan P .
Calculons la trace d’un rele`vement a` SU(2,1) de IP ◦ Ir. Nous obtenons :
tr
(
Jz,t,θMr
)
= tr ( Jz,t,θMr) = −
(
2z¯2
r2
+ 1
)
exp (4iθ/3)− 2(−|z|
2 + it)
r2
exp (−2iθ/3).
Les trois parame`tres z, t et θ e´tant fixe´s par le choix de P , lorsque r tend vers l’infini, la
trace ci-dessus tend vers τ = − exp (4iθ/3). τ e´tant de module 1, en notant f la fonction
de´finie en 1.10
f(τ) = −8 (1 + Re (τ 3)) 6 0.
Par suite, le lemme 1.11 montre que
– Si τ /∈ {−1, exp (iπ/3), exp (−iπ/3)}, τ est une 〈〈 trace elliptique re´gulie`re 〉〉. Pour
r suffisamment grand, la matrice Jz,t,θMr correspond a` une isome´trie elliptique
re´gulie`re.
– Si τ = −1, alors θ est congru a` 0 modulo 3π/2. Si θ = 0, alors
tr
(
Jz,t,0Mr
)
= −1 + 2(|z|
2 − z¯2)
r2
− 2it
r2
.
Par conse´quent, la partie re´elle de cette trace est plus grande que −1, et pour r assez
grand, correspond a` une trace elliptique re´gulie`re (voir la figure 1.1 page 27). On
conclut de la meˆme manie`re si θ = 3π/2. Les cas ou` τ = exp (±iπ/3) s’obtiennent
en changeant de rele`vement pour IP ◦ Ir : il suffit de le multiplier par une racine
cubique de 1.
Ceci montre que pour r assez grand, IP ◦ Ir est elliptique, donc que P intersecte la feuille
de parame`tre r de S.
Remarque 7.27. En conse´quence de la proposition 7.26, tout R-cercle infini intersecte la
R-sphe`re spinale ∂S, ou` S est une R-surface spinale construite sur une ge´ode´sique γ issue
de P .
Remarque 7.28. Il existe bien entendu d’autres points fixes d’e´lements paraboliques dans
le groupe 〈A,B〉, qui correspondent a` des conjugue´s de puissances de [A,B]. Ces e´le´ments
ne sont pas cyclquement re´duits.
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 
∂S1 ∂S3
∂S2
∆2 ∆2A ∆
2
AB ∆
2
ABA−1
∆2[A,B]
(1)
(2) (2)
(3)
(3) (4) (4)
(5) (5) (6)
(1) : A, (2) : B
(3) : ABA−1, (4) : ABA−1B−1A−1
(5) : ABA−1B−1AB−1A−1, (6) : [A,B]A[A,B]−1
Fig. 7.7 – Repre´sentation sche´matique de ∆2 et de ses images. Tous les segments
repre´sentent des R-surfaces spinales.
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Repre´sentations stabilisant un R-plan
Nous allons montrer que si α est non-nul, le groupe 〈A,B〉 ne pre´serve aucun R-plan.
Tout de´coule du lemme suivant.
Lemme 7.29. Soit G un sous-groupe de PU(2,1) pre´servant un sous-espace totalement
ge´ode´sique E , et ne contenant aucun e´le´ment elliptique. Soit g un e´le´ment de G. Les points
fixes de g sont contenus dans E .
De´monstration. Soit en effet m un point fixe de g ∈ G qui n’appartient pas a` P , soit
Π(m) la projection de m sur P . Le point Π(m) est a` l’interieur de H2
C
. Par ailleurs,
g(Pi(m)) appartient e´galement a` P . Si Π(m) n’est pas fixe´ par g, le triangle ge´ode´sique
(mPi(m), g(Π(m))) a deux angles droits et un angle nul (en m). Ceci s’oppose au fait
que H2
C
soit de courbure ne´gative. Comme g n’est pas elliptique, Π(m) ne peut eˆtre fixe´
par g. D’ou` le re´sultat.
Par conse´quent, le seul R-plan susceptible d’eˆtre stabilise´ par [A,B] est celui qui contient
les trois points (p1, p2, p3). Appelons-le P . D’apre`s le lemme 1.83 (page 46), si une reflexion
lagrangienne IQ stabilise le R-plan P et que P et Q s’intersectent en exactement un point,
alors ils sont orthogonaux (i.e. leur angle a pour mesure (π/2, π/2). Par conse´quent, si
α 6= 0, aucun des trois points I1(p1), I2(p2) et I3(p3) n’appartient a` P . Comme A(p3) =
I1I2(p3) = I1(p1), le groupe 〈A,B〉 ne pre´serve aucun R-plan.
Maximalite´ du segment (φα)|α|6pi/4
A α fixe´, φα(T(1,1)) peut eˆtre vu comme l’ensemble des groupes engendre´s par trois
re´flexions lagrangiennes fixant chacune une feuille des trois R-surfaces spinales S
π/2+α
γk .
Nous avons vu dans la preuve de la proposition 7.21 que si γ1 et γ2 sont deux ge´ode´siques
asymptotiques trace´es dans un R-plan commun P , alors, de`s que |α| > π/4, les deux
R-sphe`res S
π/2+α
γ1,P
et S
π/2+α
γ2,P
s’intersectent. Par suite, si |α| > π/4 il existe des valeurs de
t1, t2 et t3 pour lesquelles un mot de longueur deux est elliptique.
7.6 Commentaires et remarques
Remarque 7.30. L’existence des trois R-surfaces spinales construite a` la section pre´ce´dente
garantit que toutes les repre´sentations ρ, e´le´ments de DR telles que
cR(ρ) = (t1, π/2 + α, t2, π/2 + α, t3, π/2 + α, 0)
avec −π/4 < α < π/4 sont discre`tes. Cependant, ces trois R-surfaces ne de´finissent un
domaine fondamental que si ρ (m, n) est parabolique, c’est a` dire si t1 + t2 + t3 = 0. Si le
commutateur est loxodromique, alors le polye`dre de´limite´ par les trois R-surfaces et ses
images ne pavent pas H2
C
(voir la figure 2.4 page 58).
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Fig. 7.8 – Deux vues du domaine fondamental pour le cas α = 0.
Remarque 7.31. On peut conside´rer des familles moins grosses de repre´sentations pour
essayer de comprendre ce qui arrive pour |α| > π/4 lorsque l’on maintient la parabolicite´
du commutateur. Si l’on se restreint ainsi a` la famille t1 = −t3 (donc t2 = 0), le mot I1I3
est loxodromique tant que e2t1 + cos 2α est ne´gatif. Si cette dernie`re condition n’est pas
remplie, un autre mot peut devenir elliptique, mais il est difficile de de´terminer lequel.
Conside´rons, par exemple la famille a` un parame`tre pour laquelle t1 = −t3 = log 2, et
t2 = 0. On ve´rifie par le calcul que les trois mots de longueur deux restent loxodromiques
pour α ∈ [0, π
2
[. Une e´tude expe´rimentale montre que le mot de longueur 8 I1I3I1I2I3I2I3I2,
dont la trace vaut
3 + 1154 cos4 α− 429 cos2 α− 1150 i sinα cos3 α
est elliptique sur le segment α0 < α <
π
2
, avec 0.468π < α0 < 0.469π. C’est le mot le plus
court qui devienne elliptique pour ces valeurs de t1, t2 et t3. Pour une valeur donne´e de
α, il est en ge´ne´ral tre`s difficile de de´terminer quel mot devient elliptique le premier dans
une famille a` un parame`tre.
Remarque 7.32. En ge´ne´ralisant l’approche du chapitre 6, on peut conside´rer des groupes
〈〈 polygonaux 〉〉 au lieu de triangulaires, c’est a` dire engendre´s par n involutions I1, I2 . . . In
telles que le mot I1I2 . . . In soit parabolique. De tels groupes posse`dent un cycle de longueur
n
pn−1
In←→ pn In−1←→ p1 In−2←→ p2 · · · I1←→ pn−1. (7.8)
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Fig. 7.9 – Deux vues du domaine fondamental pour le cas α = π
4
.
Fig. 7.10 – La R-sphe`re ∂S2 seule, pour α =
π
10
.
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En munissant toutes les ge´ode´siques ci-dessus de leur parame´trage standard, si I1I2 . . . In
est parabolique, t1+· · ·+tn = 0 (ou` tk de´signe l’abscisse curviligne le long de la ge´ode´sique
stabilise´e par Ik). Dans le cas ou` les n involutions sont antiholomorphes, on montre alors
que le groupe engendre´ par I1, I2, ... ,In est discret si
– les points p1 . . . pn sont contenus dans un R-plan P
– les R-plans fixe´s par les Ik, ont un angle de mesure (π/2, π/2 + α) avec P , ou`
|α| < π/4.
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